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リーマンヒルベルト部分多様体論の代表的研究の 1つとして，ゲージ軌道の部分多様体幾何的研究

が挙げられる．コンパクトリーマン多様体M 上のコンパクトリー群Gを構造群とする主バンドル P

のH0接続の空間 CP (これはリーマンヒルベルト多様体)内で，各ゲージ軌道 GP ·ω (GP : P のゲージ

群)はヒルベルト部分多様体であり，いくつかのゲージ軌道は正則化された平均曲率ベクトル場をも

つ．例えば，平坦なH0接続を通るゲージ軌道，dimM = 4の場合のYang-MillsH0接続を通るゲー

ジ軌道，および，Gがアーベル群のときの任意のゲージ軌道は，正則化された平均曲率ベクトル場を

もつ ([MRT])．しかしながら，一般には，ゲージ軌道は正則化された平均曲率ベクトル場をもつとは

限らず，それゆえ，ゲージ軌道を発する正則化された平均曲率流は定義されるとは限らない．しかし

ながら，平坦なH0接続を通るゲージ軌道に対しては，それを発する正則化された平均曲率流が定義

され，それは平坦なH0接続の空間 FCP 内を流れることが示される．M = [0, 1], P = [0, 1]×G(自

明な Gバンドル)の場合，CP = FCP = H0([0, 1], g), GP = H1([0, 1], G)となり，GP は CP に推移
的に作用する，つまり，CP = GP · ω(≈ GP /(GP )ω) (∀ω ∈ CP ) となる．それゆえ，この場合，軌道
空間 CP /GP は 1点集合になるので，その部分リー群作用を考えることは自然であり，その一つとし

てループ群 Ωe(G) := {g ∈ H1([0, 1], G) | g(0) = g(1) = e}の作用を考える．この作用は自由な作用
であり，その軌道空間はGになり，軌道写像 φはG上の Ωe(G)バンドルになる．この作用は等長的

なので，φがリーマン沈め込みとなるようなリーマン計量が Gに誘導され，しかも，このリーマン

計量は両側不変計量 (それゆえ，非負曲率をもつ計量)になることが示される．また，各 Ωe(G)軌道

(つまり，φのファイバー)は正則化可能な固有フレッドホルム部分多様体であり，その正則化された

平均曲率ベクトル場は 0になる，つまり，極小になることが示される．ここで，固有フレッドホルム

部分多様体の概念は C.L. Terng([T])によって導入され，その正則化可能性は，E. Heintze, X. Liu

と C. Olmos([HLO])によって定義されたものを採用していることを注意しておく．これらの事実か

ら，Ωe(G)軌道，あるいはより一般に，H0([0, 1], g)内の Ωe(G)不変な部分多様体の正則化された平

均曲率ベクトル場が定義されること，さらに，Ωe(G)不変な部分多様体でコンパクト商をもつもの

を発する正則化された平均曲率流が短時間において存在することが示される．ファイバーの極小性か

ら，G内のコンパクト部分多様体を発する平均曲率流の研究は，H0([0, 1], g)内の Ωe(G)不変な正則

化可能な固有フレッドホルム部分多様体でコンパクト商をもつものを発する正則化された平均曲率

流の研究に還元されることがわかる．

一般に，ヒルベルト空間 V から有限次元リーマン部分多様体N への極小ファイバーをもつリーマ

ン沈め込み φが存在するとき，この沈め込みを通じてN 内のコンパクト部分多様体を発する平均曲

率流の研究を，V 内の Fφ-saturated部分多様体でコンパクトな射影像 (φによる像)をもつものを発

する正則化された平均曲率流の研究に還元することができる．ここで，Fφ は，φのファイバーから

なる葉層構造を表す．この研究方法は，N が曲率をもつ空間であるのに比べ，V は (無限次元ではあ

るが)平坦な線形空間であるという面で有効であるように思われる (この研究方法を有効利用した研

究については，[K1]を参照)．

今回，より一般に，ヒルベルト空間 V から有限次元リーマンオービフォールド (N, g̃)への極小ファ

イバーをもつリーマンオービ沈め込み φに対して，Fφ-sturated超曲面でコンパクトな射影像をもつ



ものを発する正則化された平均曲率流を研究した．dimN = n+ 1とする．M̄ を n次元コンパクト

オービフォールドとし，f̄ : M̄ ↪→ N を C∞オービはめ込みとし，{f̄t}∈[0,T )を f̄ を発する (つまり，

f̄0 = f̄)平均曲率流とする．つまり，各 f̄t は C∞ オービはめ込みであり，次の発展方程式を満たす

ものとする：

(MCF)
∂F̄

∂t
= H̄t

ここで，F̄ は F̄ (x, t) := f̄t(x)によって定義される M̄×[0, T )からNへの写像を表し，H̄tは f̄tの平均曲

率ベクトル場を表す．H̄tは，ある非線形 2階偏微分作用素Dtを用いて H̄t = Dt(ft)と表され，(MCF)

は，R.S. Hamilton([Ha])の意味の quasi-parabolic非線形偏微分方程式となる．特に，N が平坦なと

きは，Dt = 4tとなる．ここで，4tは，f̄tによる誘導オービ計量 ḡtの (ラフ)ラプラシアンンを表す．

M := ∪
x∈M̄

({x} × φ−1(f(x)))とし，ft : M ↪→ V (t ∈ [0, T ))を ft(x, u) := (cx)
L
u (t) ((x, u) ∈ M) に

よって定義する．ここで，cxは cx(t) := f̄t(x)によって定義されるN 上の曲線を表し，(cx)
L
u は，cx

の uを発する水平リフトを表す．このとき，ft(M) = φ−1(f̄t(M̄))となり，{ft}t∈[0,T )は，正則化さ

れた平均曲率流になる．つまり，次の発展方程式を満たす：

(RMCF)
∂F

∂t
= Ht

ここで，F は F ((x, u), t) := ft(x, u)によって定義されるM × [0, T )から V への写像を表し，Htは

ftの正則化された平均曲率ベクトル場を表す．gtを ftによって誘導されるM 上の誘導計量とし，∇t

を gt のリーマン接続とする．Ht は，ft の ∇t を用いて定義される正則化されたラフラプラシアン

4r
t ftに等しいことを注意しておく．ftの形作用素，第 2基本形式，正則化された平均曲率ベクトル

場を，各々，At, ht,Htで表す．πM をM × [0, T )からM への自然な射影とし，At達から得られる

誘導バンドル π∗
M (T (1,1)M)の切断を Aとし，gt, ht 達から得られる π∗

M (T (0,2)M)の切断を g, hと

し，Ht達から得られる F ∗TV の切断をH で表す．また，φ, φ ◦ ftの水平分布を，各々，H̃, Htで表

し，Htから得られるM × [0, T )上の接分布 (より詳しくは、π∗
MTM の部分バンドル)をHで表す．

prH を、π∗
M (TM)から Hへのバンドル直交射影として、g, h,Aの水平成分 gH, hH, AH を，各々，

gH := g ◦ (prH × prH), hH := h ◦ (prH × prH), AH := prH ◦A ◦ prHによって定義する．また，∇t

達から誘導されるHの接続∇Hを用いて定義されるラフラプラス作用素を4Hで表す．[K3]におい

て，これらの幾何学量が満たす発展方程式を得た ([K2]も参照)．

定理 1([K3]). gH, hH, ||H||は，各々，次の発展方程式を満たす：
∂gH
∂t

= −2||H||hH,
∂||H||
∂t

= 4H||H||+ ||H||Tr(AH)2 − 3||H||Tr((Aφ
ξ )

2)H

∂hH

∂t
(X,Y ) = (4HhH)(X,Y )− 2||H||hH(AHX,Y )− 2||H||gH((Aφ

ξ )
2(X), Y )

+Tr
(
(AH)2 − (Aφ

ξ )
2
)
h(X,Y )− 2Tr•gHh(A•X,A•Y )

−Tr•gHh(A•(A•X), Y )− Tr•gHh(A•(A•Y ),X)

−Tr•gHh((∇•A)•X,Y )− Tr•gHh((∇•A)•Y,X)

−2Tr•gH(∇•h)(A•X,Y )− 2Tr•gH(∇•h)(A•Y,X) (X,Y ∈ H)

Aφ は，リーマン沈めこみ φ : V → N の O’Neill の基本テンソル場 (水平分布の積分可能性の障

害度を表すもの) を表し，A は，φ ◦ ft : M → φ(M) の O’Neill の基本テンソル場達から得られ

るテンソル場を表す (これらのテンソル場は，有限次元リーマン多様体間のリーマン沈めこみの

場合に O’Neill([O]) によって定義されたものと同様に定義される)．また，Tr•gHh(A•X,A•Y ) は，

Tr•gHh(A•X,A•Y ) :=
∑n

i=1 h(AeiX,AeiY ) ({e1, · · · , en} : Hの gHに関する正規直交基底)によっ

て定義され，Tr•gHh(A•(A•X), Y ), Tr•gHh((∇•A)•X,Y )等も、同様に定義される．



(注 1) Aφ, Aは，φ, φ ◦ f̃t が主バンドルであるとき，水平分布をその接続とみなしたときの曲率形
式と (各鉛直空間を構造群のリー代数との自然な同一視の下)同一視される．

(注 2) (N, g̃)は非負曲率をもつことがわかる．特に，(N, g̃)が平坦であるとき，Aφ = 0, A = 0と

なり，hH, ||H||が満たす上述の発展方程式の右辺における後半部の項達は消える．

ここで，ヒルベルト空間から有限次元リーマンオービフォールドへの極小ファイバーをもつリーマ

ンオービ沈め込みの例を与える．

例 Gをコンパクト半単純リー群とし，K, Γを，各々，Gの閉部分リー群，有限部分群とする．ま

た，G, K のリー代数を，各々，g, kで表し，gのキリング形式を B で表すことにする．(g, k)が簡

約分解 g = k+ pを許容するとする．H0([0, 1], g)に B に関する L2 内積を与える．ヒルベルトリー

群H1([0, 1], G)は，ヒルベルト空間H0([0, 1], g)にゲージ変換の接続への作用として次のように作用

する：

(a ∗ u)(t) = AdG(a(t))(u(t))− (Ra(t))
−1
∗ (a′(t)) (a ∈ H1([0, 1], G), u ∈ H0([0, 1], g)),

ここで，AdG は Gの随伴作用を表し，Ra(t) は a(t)(∈ G)による右移動を表し，a′ は aの弱微分を

表す．H1([0, 1], G)のヒルベルトリー部分群

P (G,Γ×K) := {a ∈ H1([0, 1], G) | (a(0), a(1)) ∈ Γ×K}

は，H0([0, 1], g)に概自由かつ等長的に作用し，軌道空間H0([0, 1], g)/P (G,Γ×K)は，オービフォー

ルド Γ \G/K にオービ微分同相になり，この軌道空間に φを通じて誘導されるオービ計量は，Bの

定める Gの両側不変計量から誘導されるものと一致する．さらに，この作用の各軌道は極小な正則

化可能な固有フレッドホルム部分多様体になることがわかる．

M を，各軌道が正則化可能な固有フレッドホルム部分多様体であるようなヒルベルトリー群 G̃の

概自由な等長作用を備えたヒルベルト多様体とし，Hをその作用の水平分布とする。今回得た結果
のもう 1つは，M 上の G̃不変な対称 2次共変テンソル場の 1パラメーター族 {St}t∈[0,T ) に関する

次の Hamilton型の最大値原理である．

定理 2([K3]) {St}t∈[0,T ) が次の発展方程式を満たしているとする：

∂SH

∂t
= 4HSH +∇H

X0
SH + P (S)H

ここで，X0 は π∗
M (TM)のある元であり，P は，Γ(π∗

M (T (0,2)M))からそれ自身への多項式型写像

で，次の零ベクトル条件を満たすものとする：

(∀ ε > 0, ∀ (x, t) ∈ M̃ × [0, T ))
[
X ∈ Ker ((S + εg)H)(x,t) ⇒ P (S + εg)(x,t)(X,X) ≥ 0

]
このとき，(S0)H ≥ 0 (resp. > 0)ならば，各 t ∈ [0, T )に対して，(St)H ≥ 0 (resp. > 0)が成り立つ．

G̃ y V を各軌道が極小な正則化可能固有フレッドホルム部分多様体であるようなヒルベルトリー

群 G̃の概自由な等長作用とし，φ : V → V/G̃をその軌道写像とする．N := V/G̃, n := dimN − 1

とする．M(⊂ V )を G̃不変な超曲面でコンパクトな射影像をもつものとする．f をM から V への

包含写像とし，{ft}t∈[0,T )を f を発する正則化された平均曲率流とする．このとき，各 ftが G̃同変



になることを注意しておく．以下，ft∗ を省略する．Lを次式によって定義する：

L := sup
u∈V

max
(X1,··· ,X5)∈(H̃1)5u

|〈Aφ
X1

((∇̃X2Aφ)X3X4), X5〉|.

ここで，H̃1は {X ∈ H̃ | ||X|| = 1}を表す．L < ∞であると仮定する (V/G̃がコンパクトである場

合，L < ∞となる)．このとき，定理 1,2を用いて，次の水平強凸性保存性定理を示すことができる．

定理 3([K3]) ||H0||2(hH)(·,0) > 2n2L(gH)(·,0) ならば，T < ∞であり，各 t ∈ [0, T )に対して，

||Ht||2(hH)(·,t) > 2n2L(gH)(·,t)

が成り立つ．

この結果は，G. Huisken([Hu1,2])による完備リーマン多様体における平均曲率流に沿う

強 (ホロ球面的)凸性保存性定理に類似するものである．

最後に，今後の研究計画について述べる．次の問題が自然と生ずる．

問題. 定理 3の条件下で，t ↑ T のとき，ft(M)は φの 1つのファイバーに崩壊するのか？

この問題を，G̃不変な様々なM 上の幾何学量に対する積分不等式 (積分領域は M̄ = φ(M))を求

め，それらを用いてこの問題を肯定的に解決したいと考えている．
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