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本研究では, 以下の Schrödinger方程式の初期値問題を考える.{
i∂tu+ 1

2∆u = 0, (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0, x ∈ Rn.
(1)

ここで, i =
√
−1, n ∈ N, ∂t =

∂
∂t , ∆ =

∑n
j=1

∂2

∂x2
j
である. u0 ∈ S(Rn)のとき, 各 t ∈ Rで u(t, ·) ∈ S(Rn) とな

る (1)の解は以下で表せる.

u(t, x) = (e
1
2 it∆u)(x) = F−1

ξ→x[e
− 1

2 it|ξ|
2

Fu0(ξ)](x).

定義 1. (波束変換) φ ∈ S(Rn) \ {0}とする. このとき f ∈ S ′(Rn)に対し, φから定まる波束変換Wφf(x, ξ)を

Wφf(x, ξ) =

∫
Rn

φ(y − x)f(y)e−iyξdy, (x, ξ) ∈ Rn × Rn

で定める.

定義 2. (Modulation空間) φ ∈ S(Rn) \ {0}とする. このとき 1 ≤ p, q ≤ ∞に対してModulation空間Mp,q(Rn)
を次のように定義する.

Mp,q(Rn) =

f ∈ S ′(Rn)
∣∣∣ ∥f∥Mp,q

φ
:=

(∫
Rn

(∫
Rn

|Wφf(x, ξ)|pdx
) q

p

dξ

) 1
q

= ∥Wφf(x, ξ)∥Lp
xL

q
ξ
< ∞

 .

定義 3. (admissible pair)
組 (p, r)が以下を満たすとき, admissible pairとよぶ:

2 ≤ p, r ≤ ∞, (p, r, n) ̸= (2,∞, 2),
1

r
+

n

2p
≤ n

4
.

(1)の解に現れる自由 Schrödinger作用素 e
1
2 it∆ を U(t)とおくと,初期値 u0 に対して次が成り立つことが知ら

れている [1], [2]:

命題 1. [Bényi - Gröchenig - Okooudjou - Rogers(2007) [1]] φ ∈ S(Rn) \ {0}, 1 ≤ q ≤ ∞に対し, ある定数
C1 > 0, C2 > 0があって, 任意の u0 ∈ S(Rn)に対して,

∥U(t)u0∥M2,q
φ

≤ C1∥u0∥M2,q
φ

,

∥U(−s)U(t)u0∥M∞,q
φ

≤ C2(1 + |t− s|)−n
2 ∥u0∥M1,q

φ

が成り立つ.

命題 2. [K. Kato - M. Kobayashi - S.Ito(2012) [2]] 任意の u0 ∈ S(Rn)に対して, 自由粒子の Schrödinger作用
素を波束変換で表すと,

Wφ(s) [U(s)u0] (x, ξ) = e−
1
2 is|ξ|

2

Wφu0(x− sξ, ξ).

ここで, φ(s) = e
1
2 is∆φ.

定理 3. [C. Zhang (2013) [3]] φ ∈ S(Rn) \ {0}, 1 ≤ q ≤ ∞ とする. admissible pair (p, r)に対し, ある定数
C > 0, C ′ > 0があって, 任意の u0 ∈ S(Rn)と F ∈ Lr′(R;S(Rn)) に対して,

∥U(t)u0∥Mp,q
φ Lr

t
≤ C∥u0∥M2,q

φ
,∥∥∥∥∫

R
U(−s)F (s)ds

∥∥∥∥
M2,q

φ

≤ C ′∥F∥
Mp′,q

φ Lr′
t

が成り立つ. ただし, p′, r′ はそれぞれ
1

p
+

1

p′
= 1,

1

r
+

1

r′
= 1で, ∥F∥Mp,q

φ Lr
t
=
∥∥∥∥F∥Mp,q

φ

∥∥∥
Lr

t

である.

本研究では,波束変換を用いることで先行研究 [C. Zhang]の (p, r) ̸=
(

2n
n−2 , 2

)
の場合での別証明を与えた.

1本研究は指導教員である加藤圭一先生との共同研究によるものです.
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