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次のNeumann境界条件におけるAllen-Cahn方程式の特異極限を考える:

(AC)ε


ε∂tu

ε = ε∆uε − W ′(uε)

ε
, t > 0, x ∈ Ω,

∂uε

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, t > 0,

uε(0, x) = uε
0(x), x ∈ Ω.

ここで, Ω ⊂ Rn は滑らかな境界を持つ有界領域, ν は ∂Ω における外向き単位法線ベクト
ル, W (u) = 1

4
(1− u2)2 とする. (AC)εはModica-Mortola問題のエネルギー汎関数

Eε[u] :=

∫
Ω

(
ε

2
|∇u|2 + W (u)

ε

)
dx

の勾配流であり, Eε[uε
0] < ∞, ∥uε

0∥∞ ≤ 1 のもとで, 滑らかな一意大域解 uε が得られる.

そこで, ε → 0 とした特異極限を考える. Ω = Rn のとき, すなわち境界条件を考慮しない
ときは

Γt := {x ∈ Rn : lim
ε↓0

uε(t, x) ̸= ±1}

により生成される界面 {Γt} は適当な意味で平均曲率流をみたす, すなわち

(MCF) V = H, x ∈ Γt

となることが知られている ([3, 4, 6]). ここで, V は界面 Γt の法速度ベクトル, H は Γt の
平均曲率ベクトルである. このとき, Γt の法ベクトルは∇uε の極限で与えられると推測
できることから, 有界領域 Ω にNeumann境界条件を与えると, 界面 Γt は ∂Ω と直交す
ると推測される. このことをどのように定式化すればよいかについて考える.

Katsoulakis-Kossioris-Reitich [7], Barles-Souganidis [1]は (AC)εの特異極限が, 直交境
界条件付き平均曲率流の粘性解理論による弱解を用いて特徴付けられることを証明した
(cf. [4, 5, 10]). 我々は, Ilmanen [6], Takasao-Tonegawa [11]をもとにして, 幾何学的測
度論における直交境界条件の定式化を行い, Brakkeによる (MCF)の測度論的弱解の存在
を (AC)εの特異極限を用いて証明した (cf. [2]).

本稿を通じて

(1) uε
0 ∈ H1(Ω) ∩ L∞(Ω)は sup0<ε<1E

ε[uε
0] < ∞, sup0<ε<1 ∥uε

0∥∞ ≤ 1をみたす.

(2) Ωは強凸.
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を仮定する. この仮定のもとで得られる (AC)εの一意大域解 uεに対して, エネルギー測
度 µε

t を

dµε
t :=

(
ε

2
|∇uε|2 + W (uε)

ε

)
dx

により定める.

定理 1 ([8]). 部分列 {εi}∞i=1と Ω上の Radon測度 µtが存在して, εi → 0かつ, すべての
t ≥ 0 に対して

µεi
t ⇀ µt, i → ∞

が成り立つ. さらに, ほとんどすべての t ≥ 0に対して, µtは可算 (n− 1)-修正可能測度で
ある.

定理 1 の可算 (n− 1)-修正可能測度の厳密な定義は, Simon [9]を参照のこと. 大雑把に
いうと, Lipschitz曲面 Γt と密度関数 θ : Ω → [0,∞) が存在して, (n − 1)-次元Hausdorff

測度H n−1 を用いて

(1) µt = θH n−1⌊Γt

で表わすことができるということである. µt が Γt の面積要素と思っても差し支えない.

次に, µtと任意の t ≥ 0に対して, ∥Vt∥ = µtとなるΩ×G(n, n− 1)上のRadon測度 (ヴァ
リフォールド)Vtを考える. ここで, G(n, n− 1) はGrassmann多様体であり, A ⊂ Ωに対
して

∥Vt∥(A) := Vt(A×G(n, n− 1))

である. このヴァリフォールド Vt は例えば, ほとんどすべての x ∈ Γt における概接空間
Tx と ϕ ∈ C(Ω×G(n, n− 1)) を用いて

Vt(ϕ) =

∫
Ω×G(n,n−1)

ϕ(x, S) dVt(x, S)

:=

{∫
Ω
ϕ(x, Tx) dµt(x), µtが修正可能∫

Ω
ϕ(·,Rn−1 × {0}) dµt(x), µtが修正可能ではない

により与えることができる.

定理 2 ([8]). ほとんどすべての t ≥ 0に対して Vtの全変動 ∥δVt∥は ∥δVt∥(Ω) < ∞をみ
たす.

定理 2は, (1)における曲面 Γtに関して測度論的な平均曲率が定義できることを意味
している. とくに, Vt の第一変分 δVt の ∂Ω への制限を考えることができる. そこで,

g ∈ C(∂Ω : Rn)に対して, Vt の第一変分の ∂Ω の接空間上への制限

δVt⌊⊤∂Ω(g) := δVt⌊∂Ω(g − (g · ν)ν)

を考える.

定理 3 ([8]). ほとんどすべての t ≥ 0に対して,

(2) ∥δVt⌊⊤∂Ω+δVt⌊Ω∥ ≪ ∥Vt∥
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となる. Radon-Nikodym微分

δVt⌊⊤∂Ω+δVt⌊Ω= −H(t)∥Vt∥

を考えると, H(t) ∈ L2(∥Vt∥)をみたす. さらに∇ϕ(t, x)·ν|∂Ω = 0をみたすϕ ∈ C1([0,∞)×
Ω : R+)と 0 ≤ t1 < t2 < ∞に対し, Brakkeの不等式

(3)

∫
Ω

ϕ(t, x) d∥Vt∥(x)
∣∣∣t2
t=t1

≤
∫ t2

t1

∫
Ω

(
− ϕ|H|2 +∇ϕ ·H + ∂tϕ

)
d∥Vt∥dt.

が成り立つ.

定理 3において, (2)が測度論的な直交境界条件を与えている. なぜなら, ∂Ωの接方向
への変分については特異測度が消えることから, Vtの ∂Ωにおける従法線は ∂Ωの接空間
に直交すると考えられるからである. また, (3)は, {Vt}t>0が測度論的な意味で平均曲率流
をみたしていることを主張している. 実際,超曲面の族 {Γt}t>0 が平均曲率流の古典解で
あれば, Γtから定まる面積要素 dgt に対して d∥Vt∥ = dgt とすると, 発散定理を用いるこ
とにより, (3)が等号で成立する.
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