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次の非線形放物型偏微分方程式系の初期値・境界値問題を考える：

∂u

∂t
= ∆u− χ∇ · (u∇v) + f(u) in Ω × (0,∞),

τ
∂v

∂t
= ∆v − v + g(u) in Ω × (0,∞),

∂u

∂ν
=
∂v

∂ν
= 0 on ∂Ω × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) in Ω.

(E)

ここで Ω ⊂ Rn は滑らかな境界 ∂Ω を持つ有界領域で，∂/∂ν で ∂Ω の外向き法線方向の微分を表す。空
間次元 n は任意の自然数とし，係数 χ と τ は正定数とする。関数 f(u) と g(u) はともに u ≥ 0 について
滑らかな実関数で，µ を正定数，α と β を

α > 1, 0 < β ≤ 2 (1)

を満たす指数として，次の条件を満たすものとする：
f(0) = 0,
u ≥ 0 が十分大きいとき f(u) = u− µuα,

u ≥ 0 のとき g(u) = u(1 + u)β−1.

(2)

方程式系 (E)はバクテリアコロニーのパターンダイナミクスを記述するモデルとして知られている [4]。
特に f(u) = 0 かつ g(u) が線形（(2)で α = β = µ = 1？）の場合は，Keller-Segel系の典型的な一例 [3]
で，n = 1 のときは非負の解は必ず時間大域的に存在するが，n = 2 のときは χ‖u0‖L1 が小さいときに限
り時間大域解が存在し，n ≥ 3 のときは必ず解の有限時刻での爆発が見られることが，すでに知られてい
る（[2, 13]など）。一方で f(u) = u(1 − µu) かつ g(u) が線形，つまり (2)で α = 2 かつ β = 1 の場合は，
χ‖u0‖L1 が大きくても（n ≥ 3 では Ω が凸で µ が大きい場合のみ）時間大域解を構成できることが示され
ている [9, 14]。また τ = 0 に限定した場合は，(2)で β = 1 かつ α > max{n/2, 2 − (1/n)} の場合につい
て，時間大域解の存在が示されている [12]。
本講演者らは [5, 6]において，g(u) を非線形に拡張することによって，一般に τ > 0 のとき，n = 2, 3

の場合のみであるが，ヒルベルト空間 H
(n/2)−1
2 (Ω)×H

(n/2)+ε
2 (Ω) ⊂ Ln(Ω)×C(Ω) の中で有界な時間大域

解を構成できる十分条件を示した。

定理 1 ([6, Theorem 4.9]). n = 2, 3とし，指数 α と β は関係式
2(n+ 4)
n+ 6

< α ≤ 2, 0 < β <
n+ 6

2(n+ 2)
(α− 1) (3)

を満たすとする。このとき，任意の非負の初期関数対 (u0, v0) ∈ H
n
2 −1
2 (Ω) ×W ⊂ Ln(Ω) × C(Ω) に対し

て，方程式系 (E)は関数空間{
0 ≤ u ∈ C([0,∞);H

n
2 −1
2 (Ω)) ∩ C((0,∞);H3

2,N (Ω)) ∩ C1((0,∞);H1
2 (Ω))

0 ≤ v ∈ C([0,∞);W ) ∩ C((0,∞);H4+ε
2,N2(Ω)) ∩ C1((0,∞);H2+ε

2,N (Ω))
(4)

に属する一意な時間大域解 (u, v)を有する。ここでW は n = 2のとき H1+ε
2 (Ω), n = 3のとき H

3
2+ε

2,N (Ω)
を表し，εは 0 < ε < 1

4 を満たす指数。 ♦

2015 年 6 月 27 日，第 133 回神楽坂解析セミナーにおける講演。
† 大崎浩一氏 (関西学院大学理工学部) との共同研究に基づく。科学研究費補助金 (課題番号:26400180,23540125) の助成による。
∗ 〒 272-0827 千葉県市川市国府台 2-8-30 東京医科歯科大学教養部。E-mail address: nakaguti.las@tmd.ac.jp。

1



2 中口 悦史 (東京医科歯科大学 教養部)

O	 α	

β	

1	 2	

1	

2	

5	

3	

β =	α-1	
2	

β=2	

3	3 
2	

1 
2	

Blow-‐up	  in	  	  
Keller-‐Segel	  system	

Lp-‐se5ng	  in	  2-‐dim	  general	  
domain	  (Theorem	  2)	  Ref.[7]	

Lp-‐seCng	  in	  2-‐dim	  convex	  
domain	  (Theorem	  3)	  Ref.[8]	

β =	α 
2	

L2-‐se5ng	  in	  2-‐dim	  
(Theorem	  1)	  Ref.[6]	

Global	  SoluCons	  by	  
Osaki	  et	  al.	  Ref.[9]	

O	 α	

β	

1	 2	

1	

2	

5	

3	

β=2	

3	14 
9	

1 
2	

L2-‐se&ng	  in	  3-‐dim	  
(Theorem	  1)	  Ref.[6]	

Lp-‐se&ng	  in	  3-‐dim	  general	  
domain	  (Theorem	  2)	  Ref.[7]	

β =	α 
2	

5 
2	

Lp-‐se?ng	  in	  3-‐dim	  convex	  
domain	  (Theorem	  3)	  Ref.[8]	

β =	α-1	
2	
Blow-‐up	  in	  	  
Keller-‐Segel	  system	

Global	  Solu?ons	  by	  
Winkler	  Ref.[14]	

2次元の場合 3次元の場合

図 1. 方程式 (E)が時間大域解を有する (α, β)の範囲

本講演では，バナッハ空間 Lp(Ω) ×H1
p (Ω) ⊂ Ln(Ω) × C(Ω) の枠組み (n < p < ∞)を導入して，先行

結果 [5, 6]の議論を任意次元へ拡張する試みについて述べる。

主結果は以下の通り。

定理 2 ([7, Theorem 1]+[8, Theorem 5]). n は任意の自然数，指数 α と β は関係式 (1)と

β <
α− 1

2
(5)

を満たすとする。このとき，
max{2, n, (α− 2)n} < p <∞ (6)

を満たす任意の指数 p と，任意の非負の初期関数対 (u0, v0) ∈ Lp(Ω)×H1
p (Ω) ⊂ Ln(Ω)× C(Ω) に対して，

方程式系 (E)は関数空間{
0 ≤ u ∈ C([0,∞);Lp(Ω)) ∩ C((0,∞);H2

p,N (Ω)) ∩ C1((0,∞);Lp(Ω)),
0 ≤ v ∈ C([0,∞);H1

p (Ω)) ∩ C((0,∞);H3
p,N (Ω)) ∩ C1((0,∞);H1

p (Ω))
(7)

に属する一意な時間大域解 (u, v) を有する。ただし p′ = p
p−1 。さらにこの解は，ψ(·) を適当な増加関数

として，

t ≥ 0 のとき ‖u(t)‖Lp + ‖v(t)‖H1
p
≤ ψ

(
‖u0‖Lp + ‖v0‖H1

p

)
(8)

を満たす。 ♦

定理 3 ([8, Theorem 1]). 領域 Ω が凸の場合は，指数 α と β が関係式 (1)と

β ≤ α

2
かつ β <

n+ 2
2n

(α− 1) (9)

を満たすときも，定理 2は成立する。 ♦

定理 1,2,3 に現れた (α, β)の範囲を図示すると図 1のようになる。領域 Ωが凸である場合は，解の正則
性が良くなり，時間大域存在の可能性が広がるとも解釈できる。先行結果を完全に包含できていない点につ
いては，今後さらなる検討の必要がある。
局所解の構成は，八木 [15, 16]による半線形放物型方程式の理論によるが，その基礎として，Lp-空間に

おけるラプラス作用素のシフト性 (shift property)[1, 11]と，八木 [15, 16]の有界なH∞関数演算 (bounded
H∞ functional calculus)の理論に基づくラプラス作用素の分数べきの定義域の特徴付けを応用する。解のア
プリオリ評価は先行結果 [5, 6]と同様に進める。領域Ωが凸の場合は，Tao-Winklerの補題 [10, Lemma 3.2]
を用いて，より扱いやすい評価式が得られることを見る。詳細は講演時に述べる。
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