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Ω ⊂ Rn (n ≥ 2) を境界が C3級の有界領域とし, 時刻 t ≥ 0において Ω1(t) ⊂ Ω,

Ω2(t) = Ω \ Ω1(t)とおく. 但し ∂Ω1(t) ∩ ∂Ω = ∅とする. 2相Ω1(t)とΩ2(t)の自由界
面Γ(t) := ∂Ω1(t) を挟んで相転移を伴って運動する圧縮性2相流体を考える. 本講演で
は, 温度を定数と仮定する. Ω1(t)上 v1(t), Ω2(t)上 v2(t)である関数を単にΩ(t)上 v(t)

と表し, Γ(t)上のジャンプ量を [[v]] =
(
v|Ω2(t) − v|Ω1(t)

)∣∣
Γ(t)
と表す. 初期流速u0, 初期密

度ρ0 > 0, 初期界面Γ0が与えられたとき, 未知の流速u, 密度ρ, 自由界面Γは

(PT)



∂tρ+ div (ρu) = 0 in Ω \ Γ(t),

ρ(∂tu+ (u · ∇)u) − div T = 0, in Ω \ Γ(t),

[[u]] = [[1/ρ]]jνΓ on Γ(t),

[[1/ρ]]j2νΓ − [[TνΓ]] = σHΓνΓ on Γ(t),

[[ψ(ρ)]] + [[1/(2ρ2)]]j2 − [[TνΓ · νΓ/ρ]] = 0 on Γ(t),

VΓ − u · νΓ + j/ρ = 0 on Γ(t),

u = 0 on ∂Ω,

u(0) = u0, ρ(0) = ρ0, Γ(0) = Γ0

を満たす. ここで, νΓはΩ1の単位外法線, VΓはΓ(t)の法線速度, ψ(ρ)は自由エネルギー,

HΓ = −divΓνΓはΓ(t)の平均曲率. σ > 0は表面張力定数である. 圧力π(ρ), ずり粘性係
数µs(ρ), 体積粘性係数µb(ρ)とD(u) = (∇u+ T[∇u])/2を用いて, ストレステンソルは

T = T (u, ρ) = 2µs(ρ)D(u) + µb(ρ) div uI − π(ρ)I

で与えられる. 圧力はMaxwellの法則に従い, π(ρ) = ρ2∂ρψ(ρ)で与えられる. 全エネル
ギーがリヤプノフ関数となるよう, 粘性係数は

(1) µs(ρ) > 0, 2µs(ρ) + nµb(ρ) > 0,

を満たすとする. 相束 jを
j = ρ(u · νΓ − VΓ)

と定め, j 6≡ 0のとき, 即ちVΓ 6≡ u · νΓで相転移を表現する.

Theorem 1 (局所Lp可解性). p > n + 2. ψk(·) ∈ C3(R+), µsk(·), µbk(·) ∈ C2(R+) は
(1) を満たすとする (k = 1, 2). 初期データは,

u0 ∈ W 2−2/p
p (Ω \ Γ0)

n, 0 < ρ0 ∈ H1
p (Ω \ Γ0), Γ0 ∈ W 3−2/p

p ,

の正則性をもち, δ > 0とη > 0が存在して,

|[[u0 · ν0]]| ≤ δ, [[u0 · ν0]] 6= 0, |[[ρ0]]| ≥ η
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と整合性条件を満たすとする. このとき,

T = T (‖u0‖W
2−2/p
p (Ω\Γ0))

, ‖ρ0‖H1
p(Ω\Γ0)), ‖Γ0‖W

3−2/p
p

, δ, η) > 0

が存在して, (PT) の [0, T ]上Lp-解 (u, ρ,Γ)が存在する.

Remark 2. (1) 半沢変換を行った解は次のクラスに属する.

u ∈ H1
p (0, T ;Lp(Ω)) ∩ Lp(0, T ;H2

p (Ω \ Σ),

ρ ∈ C([0, T ];H1
p (Ω \ Σ),

h ∈ W 2−1/2p
p (0, T ;Lp(Σ)) ∩H1

p (0, T ;W 2−1/p
p (Σ)) ∩ Lp(0, T ;W 3−1/p

p (Σ)).

(2) [[u0 · ν0]] 6= 0はΓ0での蒸発のみまたは凝縮のみを意味する.

(3) |[[u0 · ν0]]| ≤ δは, j0 = [[u0 · ν0]]/[[ρ
−1
0 ]] も小さいことを意味する.

(4) 非圧縮性２相流では, |[[u0 · ν0]]| ≤ δと [[u0 · ν0]] 6= 0の仮定なしに, 局所Lp可解性
が得られた (cf. [3]).

(5) 一意性はまだ得られていない.

証明は以下の手順で行う. まず, 半沢変換により, (PT) を固定領域での準線形問題に
変換する. 固定界面をΣとし, 自由界面Γ(t) との法線方向の高さ関数をhとする. 次に
密度ρを特性曲線の方法で解き, 流速uと高さ関数hの関数として表す. そして, 線形化
問題の流速uと高さ関数hについての最大Lp正則性を得る.

非線形問題を解くにあたり, 密度ρが縮小評価を弱い位相でしか満たさないところが
問題点となる. 実際,

|ρ− ρ̄|Lp(Ω) ≤ C(|u− ū|H1
p(Ω\Σ) + |h− h̄|

W
2−1/p
p (Σ)

)

において, Cは |u|H2
p(Ω\Σ)と |h|

W
3−1/p
p (Σ)

に依存する. uはH2
p (Ω \ Σ)が, hはW

3−1/p
p (Σ)

が空間変数についての最大の正則性クラスであるため, ρのH1
p (Ω \ Σ)やLp(Σ)での縮

小評価は期待できない. そのため, 非線形問題を弱いクラスで解く. 非線形作用素Nを
N1 +N2と, 非線形の最高階の作用素N1と低階の作用素N2に分けると, N1は縮小作用
素, N2は連続かつコンパクトな作用素となり, Deimlingの不動点定理 (cf. [1]) を適用
して, Nが不動点をもつことがわかる.
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