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1 導入

本講演では T > 0に対して次のVlasov–Poisson系 (P)を扱う:
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(x, p, t) ∈ R3
+ × R3 × (0, T ), β = ±1,

fβ(x, p, 0) = fβ
0 (x, p), (x, p) ∈ R3

+ × R3, β = ±1,

φ(x, t)|x1=0 = 0, x′ = (x2, x3) ∈ R2, t ∈ (0, T ).

ただし, R3
+ := (0,∞)× R2であり, (·, ·), [·, ·]はそれぞれR3上の内積, 外積を表す. また,

φ = φ(x, t) ∈ R, fβ = fβ(x, p, t) ∈ Rは未知関数であり, fβは時刻 t ∈ (0, T ),位置x ∈ R3
+

における運動量 p ∈ Rの正電荷密度 (β = +1), 負電荷密度 (β = −1)を表し, φは電位を
表す. また, B = B(x) ∈ R3は磁場, eは陽子 (電子)一つの電荷の大きさ, mβは荷電粒子
(β = +1の場合は陽イオン, β = −1の場合は電子)一つの質量 (m−1 < m+1), cは光速を
表し, fβ

0 = ββ
0 (x, p) ∈ Rを含めて全て既知である.

この問題は, 制御熱核融合炉におけるプラズマを記述したモデルである. プラズマは非
常に高温であるため, 接触によりその領域の境界である容器を融かしてしまうことを防が
なくてはならない. 実際の物理現象では, 磁場によってプラズマの動きを制御することで,
プラズマと境界に一定の間隔を保つことが可能となる.

Skubachevskii [1]によって, 時刻 T が小さい場合 (第 2節の (2.4)を見よ)で問題 (P)の
解の存在が保証されている. これは, 上記で述べたようなプラズマと境界の間に一定の距
離を保つという状況が時刻 T まで数学的に保証されていることを意味するが, その物理的
観点から T をできるだけ大きくとれることが望まれる. 本講演では主に (P)の解の存在の
ための仮定における上記の T の小ささを弱めることを目指す.

2 先行研究と目的

(P)の第 2,3方程式は特性曲線法により各 x, p, tに対する以下の問題 {(2.1), (2.2)}に
帰着され, (P)の解の存在に向けた計算の大部分が (2.1)を扱うことに集約される:
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Definition 2.1. T > 0, σ ∈ (0, 1)とする. (φ, {fβ}) ∈ C([0, T ];C2+σ(R3
+)) × C1(R3

+ ×
R3 × [0, T ])2が問題 (P)の古典解である : ⇐⇒ (φ, {fβ})が (P)と次を満たす:

φ(x, t) → 0 as |x| → ∞ for all t ∈ [0, T ], ∆φ ∈ C([0, T ];Cσ
c (R3

+)).

さて, δ,κ, ρ > 0を固定して以下の条件を仮定する.
(A1) Dβ := supp fβ

0 ⊂ (R3
δ ∩Bκ)×Bρ =: Ω;

(A2) B(x) = (0, 0, h) for x1 ∈ [δ/4, δ] (h > 16cρ/eδは定数).

ただし, R3
δ := (δ,∞) × R2, Br := {p ∈ R3 | |p| < r}である. 上記の仮定は第 1節で述

べたプラズマの動く範囲Dβと境界 ∂Ωの間隔を一定に保つことと, それを磁場Bで制御
するという物理現象に由来する. また, δ0 > 0を次のように定める. (x, p) ∈ R3

+ × R3

に対して, 問題 {(2.1), (Xβ
φ(0), P

β
φ (0)) = (x, p)} の解 (Xβ
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β
φ (t))を Sβ

φ,t(x, p)とおき,
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φ,t(Ω) とおく. ここで
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β
0,t).

上記の準備の下で, 次の結果が知られている:

Theorem 2.1 ([1]). T > 0, σ ∈ (0, 1), δ,κ, ρ > 0とする. fβ
0 ∈ C2

c (R3
+), B ∈ (C2(R3))3

が (A1), (A2)と次の (2.3)を満たすとする :

∥fβ
0 ∥C2(R3

+) < min{Rε1, ε2}.(2.3)

ここでR > 0は次を満たす定数とする :

2eTR exp(a0T ) < min

{
δ

8
, ρ,

δ0
8

}
, 6T 2e2R2 < ρ2,(2.4)

ただし, ε1, ε2は e, T, δ, δ0, ρ, B, σにのみ, a0は e,m−1, c, ρ, Bにのみ依存する定数である.
このとき, (P)の古典解 (φ, {fβ}) ∈ C([0, T ];C2+σ(R3

+))× C1(R3
+ × R3 × [0, T ])2で,

(2.5) ∥φ∥C([0,T ];C2+σ(R3
+)) ≤ R

となるものが一意的に存在する. さらに supp fβ(·, ·, t) ⊂ (R3
5δ/8∩Bκβ

)×B2ρ for t ∈ [0, T ].

ただし, κβ := κ + 2Tρ/mβ.

上記の結果において, 条件 (2.4)の一つ目の不等式の左辺は時刻 T に関して指数増大す
るため, Rが小さくない場合は T を非常に小さくとらなければならない. しかし第 1節で
述べたように物理的観点から T が小さくなることは極めて不自然であり, 条件 (2.4)を取
り除くか弱めることが目的となる. ここでいくつか目的を提示する:� �
目的 1. fβ

0 , Bの属するクラスを弱める.

目的 2. 初期関数 fβ
0 の小ささの仮定 (2.3)を弱める.

目的 3. ((2.3)に現れるRと) 時刻 T の小ささの仮定 (2.4)を弱める.

目的 4. 一意性が成立する φの条件 (2.5)を弱める.� �
本講演では上記の目的に対して得られている結果のうち, 主に目的 3について報告する.
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