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1 軸対称初期値に対する可解性

本講演では領域 Π ⊂ R3上のナヴィエ・ストークス方程式の初期値境界値問題について考察する.

∂tu + u · ∇u − ∆u + ∇p = 0 in Π × (0,T ),

div u = 0 in Π × (0,T ),

(D(u)n)tan = 0, u · n = 0 on ∂Π × (0,T ),

u = u0 on Π × {t = 0}.

(1.1)

ここで D(u) = (∇u + ∇T u)/2は変形テンソル, nを外向き単位法ベクトル, ftan をベクトル場 f の境

界 ∂Π上の接成分とする. 初期値 u0 は軸対称として初期値境界値問題 (1.1)の時間大域可解性を考
察する. 全空間上のベクトル場 uが軸対称であるとは, 回転行列 A = (er(η), eθ(η), ez)と R3 の基底

er =
t(cos η, sin η, 0), eθ = t(− sin η, cos η, 0), ez =

t(0, 0, 1)に対して u(x) = tAu(Ax)が全ての x ∈ R3 と

η ∈ (0, 2π)に対して成立するときを言う. 軸対称ベクトル場 uは円柱座標 (r, θ, z)を用いて

u = ur(r, z)er(θ) + uθ(r, z)eθ(θ) + uz(r, z)ez

と分解でき,速度場 uに対して方位角成分 uθは旋回と呼ばれる. 軸対称旋回なし初期値に対しては,
全空間上方程式 (1.1)が時間大域的に解けることが知られており [5], [13] ([7]),軸対称初期値に対す
る可解性は３次元初期値問題を解明する重要な手がかりになっている. 軸対称旋回なし初期値を含
むより一般のクラスとして軸対称旋回あり初期値がある. この場合時間大域可解性は一般に不明で,
これまで時間局所解に対するセリン型の正則性判定法 [10], [11]や渦度場の方位角成分に対する正
則性判定法 [1]が証明されている. またより最近ではチェン等 [3], [2]やコッホ等 [4] ([12])により
タイプ I爆発解の非存在が証明されている. ここで時刻 t = T∗ での爆発がタイプ Iであるとは爆発
解 uに対して評価

||u||L∞(R3) ≤
C

√
T∗ − t

, t < T∗

が成立することをいう. ルレイの爆発解の評価 [8]によりタイプ I爆発は最小の爆発率になること
が知られており,タイプ I条件のもとでの正則性解明は重要である. 一方でタイプ I条件のようなス
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ケール臨界評価がみたされるかは不明である. 解の上からの評価は最近レイ等 [6] ([9])により研究
されており,対称軸付近でスケール優臨界評価

|u(x, t)| ≤ C
| log r| 12

r2 , r < 1, t < T∗

が成立することが証明されている.

2 外部問題

本講演では外部領域 Πε = {x ∈ R3 | r > ε}上滑り境界条件のもとでの初期値境界値問題 (1.1)を考
える. 初期値境界値問題 (1.1)はラジゼンスカヤ [5]により研究されており,軸対称旋回なし初期値
に対して (1.1)の滑らかな時間大域解が存在し,さらに極限 ε → 0で解は全空間上の滑らかな時間
大域解に近づくことが証明されている. 軸対称旋回なし流では渦の引き延ばしが起こらないため渦
度場は増大しないが,旋回あり流では旋回の効果による渦伸長が起こるため対称軸付近の解析はよ
り困難になる. 本講演では外部領域上の軸対称旋回あり流の渦身長項は非圧縮性と粘性の効果によ
り線形項からの摂動として扱え,解は時間大域的に（適当な意味で）滑らかになることを報告する.
また構成した時間大域解に対して渦度場の方位角成分のエネルギーノルムを評価し,極限 ε→ 0で
のエネルギーノルムが最大で O(ε−2)程度のオーダーで上から評価できることを報告する.
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