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Ω ⊂ Rを開区間とし，ディリクレ境界条件のもとで，以下のシュレディンガー方程式の初
期値問題を考える．

i∂tu+ ∂2
xu+ i|u|2σ∂xu = 0, (t, x) ∈ R× Ω,

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× ∂Ω,

u(0, x) = φ(x), x ∈ Ω.

(1)

ここで，u(t, x)は複素数値の未知函数であり，σは正の定数である．微分方程式 (1)はハミル
トン構造を持ち，形式的には次のようなチャージとエネルギーの保存則が成り立つ．

M(u(t)) :=

∫
Ω

|u|2dx = M(φ),

E(u(t)) :=

∫
Ω

(
|∂xu|2 +

1

σ + 1
Im|u|2σu∂xu

)
dx = E(φ).

σ = 1のときは，プラズマ物理や非線形光学に現れる方程式であり，物理的にも重要である
ため，多くの研究結果がある．しかし，これらは，非線形項が十分に滑らかであることを用
いており，一般のσに対しては適用できない．特に，σ < 1のときは，非線形項がC2級にも
ならないので従来の方法による解析は困難になる．
一般のσ > 0に対する (1)の可解性に関して，Hao [2]は，σ ≥ 5/2のとき，H1/2(R)におい
て局所適切性を示し，Ambrose-Simpson [1]は，σ ≥ 1のとき，H2(T)において局所解の存在
と一意性，H1(T)において局所解の存在を示した．また，最近，Santos [5]は，1/2 < σ < 1

のとき，重み付きのソボレフ空間H3/2(R) ∩ (1 + x2)−1/2H1/2(R)において，σ > 1のとき，
H1/2(R)において，小さな初期値に対して局所解の存在と一意性を証明した．Liu-Simpson-

Sulem [4]は σの値に応じて，数値計算の結果も用いて，軌道安定性を議論している．ただ
し，[4]では，H1(R)における解の存在と一意性は仮定されている．
このように，一般のσ > 0に対してはエネルギー空間H1においても，まだ適切性は十分に
分かっていない．本研究では，σ ≥ 1/2のとき，H1とH2における (1)の適切性を考察した．
以下，主結果 ([3])を述べる．まず，H2における適切性に関しては次の定理1が成り立つ．

定理 1. σ ≥ 1/2 とする．φ ∈ H2(Ω)∩H1
0 (Ω)に対し，T = T (∥φ∥H2) > 0が存在し，初期値

問題 (1)を満たすu ∈ C([−T, T ];H2(Ω)∩H1
0 (Ω))が一意的に存在する．φn ∈ H2(Ω)∩H1

0 (Ω)

に対する (1)の解をunとすると，φn → φ in H2(Ω)ならばun → u in C([−T, T ];Hs(Ω)) (0 ≤
s < 2)が成り立つ．

エネルギー空間H1における適切性に関しては，次の定理2と定理3が成り立つ．

定理 2. σ ≥ 1，Ωは非有界な開区間とする．φ ∈ H1
0 (Ω)に対し，T = T (∥φ∥H1) > 0が存在

して，初期値問題 (1)を満たすu ∈ C([−T, T ];H1
0 (Ω))∩L4((−T, T );W 1,∞(Ω))が一意的に存

在する．さらに，以下のことが成り立つ．
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1) u ∈ Lq((−T, T );W 1,r(Ω)), ∀(q, r) s.t. 0 ≤ 2/q = 1/2− 1/r ≤ 1/2.

2) M(u(t)) = M(φ), E(u(t)) = E(φ) ,∀t ∈ [−T, T ].

3) φn ∈ H1
0 (Ω)に対する(1)の解をunとすると，φn → φ inH1

0 (Ω)ならばun → u in C([−T, T ];H1
0 (Ω))

が成り立つ．

定理 3. σ ≥ 1，Ωは非有界な開区間とする．ε0, ε1 > 0が存在してφ ∈ H1
0 (Ω)が

σ = 1のとき， ∥φ∥L2 ≤ ε0,

σ > 1のとき， ∥φ∥H1 ≤ ε1

を満たすと仮定する．このとき，初期値問題(1)を満たすu ∈ C(R;H1
0 (Ω))∩L4

loc(R;W 1,∞(Ω))

が一意的に存在する．さらに，以下のことが成り立つ．

1) u ∈ Lq
loc(R;W 1,r(Ω)), ∀(q, r) s.t. 0 ≤ 2/q = 1/2− 1/r ≤ 1/2.

2) M(u(t)) = M(φ), E(u(t)) = E(φ) ,∀t ∈ R.

3) φn ∈ H1
0 (Ω)に対する(1)の解をunとすると，φn → φ inH1

0 (Ω)ならばun → u in Cloc(R;H1
0 (Ω))

が成り立つ．

1/2 ≤ σ < 1のときは，次の定理4が成り立つ．

定理 4. 1/2 ≤ σ < 1とする．φ ∈ H1
0 (Ω)に対し，初期値問題 (1)を満たす u ∈ (Cw ∩

L∞)(R;H1
0 (Ω))が存在する．さらに，M(u(t)) = M(φ), E(u(t)) ≤ E(φ) (∀t ∈ R)が成り

立つ．

無条件一意性に関しては，次の定理5が成り立つ．

定理 5. σ ≥ 1/2とする．初期値問題 (1)において，L∞((−T, T );H3/2(Ω)∩H1
0 (Ω))のクラス

で一意性が成り立つ．

本講演では，適切性に関する結果（定理1，2，3）を中心に述べる予定である．時間があ
れば，一意性に関しても触れたい．
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