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3 次元空間において次のような非線形双曲型方程式の初期値問題を考える:

(∂2
t −∆+m2)u = F (u, ∂u), (t, x) ∈ (0,∞)× R3,

u(0, x) = εf(x), (∂tu)(0, x) = εg(x).

ここで ∂u = (∂tu, ∂x1u, ∂x2u, ∂x3u) とし, 非線形項 F = F (λ, µ) は (λ, µ) の 2 次

斉次多項式とする. また, f, g ∈ C∞
0 (R3) とし, ε > 0 は小さいパラメータとする.

この方程式は m > 0 の場合は非線形 Klein-Gordon 方程式, m = 0 の場合は非線

形波動方程式と呼ばれる.

線形の Klein-Gordon 方程式の解は (1 + t)−3/2 のオーダーで減衰するのに対し

て, 波動方程式の解は (1 + t)−1 でしか減衰しない. また Klein-Gordon 方程式のエ

ネルギー評価は ∥u(t)∥L2 および ∥∂u(t)∥L2 の評価を与えるのに対して, 波動方程

式の場合は ∥∂u(t)∥L2 の評価のみしか与えないなど, Klein-Gordon と波動では性

質が大きく異なる部分がある.

非線形 Klein-Gordon 方程式 (m > 0) の場合は, 小さな初期値に対して大域解

が存在することが知られている (Klainerman [3], Shatah [6]). 他方, 非線形波動方

程式 (m = 0) の場合は, 小さな初期値であっても有限時間で解が爆発するような

2次の非線形項の存在が知られている. Klainerman [4] (および Christodoulou [1])

は非線形項が null 条件と呼ばれる条件を満たすならば小さな初期値に対して大域

解が存在することを示した. null 条件の下では, F = F (∂u) となり, u 自身には F

は依存しないことに注意しておく.

次に Klein-Gordon と波動の双方を含む連立系を考える. 簡単のため次の 2成分

系に限定するが, 一般のサイズの連立系も同様に扱える:

(∂2
t −∆+ 1)v = G(v, w, ∂v, ∂w), (t, x) ∈ (0,∞)× R3,

(∂2
t −∆)w = H(v, w, ∂v, ∂w) (t, x) ∈ (0,∞)× R3.

ここで G, H はそれぞれの変数に関して 2次斉次多項式とする. Katayama [2] は

次の条件下で小さな初期値に対する大域解の存在を示した:

1. G, H ともに w 自身には依存しない: G = G(v, ∂v, ∂w), H = H(v, ∂v, ∂w).
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2. H を

H = HK +HKW +HW

: =
∑

|α|,|β|≤1

Aαβ(∂αv)(∂βv) +
∑

|α|≤1,|β|=1

Bαβ(∂αv)(∂βw)

+
∑

|α|=|β|=1

Cαβ(∂αw)(∂βw)

のように書いたとき (ただし Aαβ, Bαβ, Cαβ は定数), HW が null 条件を満

たす.

この結果は非線形 Klein-Gordon 方程式に対する結果と, 非線形波動方程式解に対

する結果を自然に含んでいる (後に別証明が LeFloch-Ma [5] で与えられている).

本講演では, 上とは別の条件の下で波動と Klein-Gordon の連立系に対する大域

解の存在を示す. 具体的には, G が w 自身には依存しないという制約を緩めて, G

が w(∂αw) (|α| = 1) のような項を含む形で w に依存する場合を考え, その代わり

に HK, あるいはHKW に制約を加えれば, 小さな初期値に対して大域解が存在す

ることを示す.
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