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1 序

以下の全空間領域RN 上における，多孔質媒質中の非圧縮性粘性流体の二重拡散対流現象を記

述する方程式系 (DCBF)について考察する．

(DCBF)


∂tu = ν∆u− au−∇p+ gT + hC + f1 in RN×[0, S],

∂tT + u·∇T = ∆T + f2 in RN×[0, S],

∂tC + u·∇C = ∆C + ρ∆T + f3 in RN×[0, S],

∇·u = 0 in RN×[0, S].

(DCBF)の未知関数は流速u = (u1, u2, · · · , uN)，流体温度 T，溶質濃度C，圧力 pである．ν,
a, ρは正定数，g = (g1, g2, · · · , gN), h = (h1, h2, · · · , hN)は定ベクトル，f1 = (f 1

1 , f
2
1 , · · · , fN

1 ),
f2, f3は既知の外力項とする．特に本講演では，方程式系 (DCBF)の時間周期問題

u(·, 0) = u(·, S), T (·, 0) = T (·, S), C(·, 0) = C(·, S)

の Large dataに対する可解性について議論する．ここで S > 0は時間周期を表す．
流体内に溶質が溶解し，かつ流体内の温度分布及び溶質濃度分布が空間的に非一様である

場合には，浮力の効果及び温度–溶質濃度間の相互作用が要因となり，通常の拡散モデルには
現れない複雑な流体現象が観測されることが知られている．この複雑な流体現象は二重拡散

対流 (Double-diffusive convection)と呼ばれ，海洋学，地質学，天体物理学等の分野における
現象に応用されている．その中でも多孔質媒質中の二重拡散対流は，土壌汚染モデル，触媒

内の化学反応モデル等の幅広い応用例があり，工学において特に重要な研究テーマとされてい

る．ここで二重拡散対流現象を考察する際には，多孔質媒質中の流速の挙動を記述するために

Brinkman-Forchheimer方程式と呼ばれる方程式がよく用いられる．(DCBF)の第一方程式はこ
の Brinkman-Forchheimer方程式に基づくものであり，適切な物理的仮定の下で線型化された
ものが採用されている．（より詳細な物理的背景及び具体例は，[3] [8] [13]等を参照）．
流速の挙動を記述する方程式としてNavier-Stokes方程式を採用した場合の方程式系に関し

ては，関連する先行結果が既に数多く得られている．しかしながらこれらの研究では，Navier-
Stokes方程式に対する議論が主眼におかれており，非線型拡散項u ·∇T , u ·∇Cは移流項u ·∇u
と同様の議論により取り扱われるため，方程式系 (DCBF)の構造，特に非線型拡散項そのもの
から現れる困難については十分議論されていないように思われる．実際先行研究として，３次

元有界領域における (DCBF)に対し，[14]では初期値境界値問題に対する一意的時間大域解の
存在が，また [11]では時間周期問題の可解性が，それぞれ Large data（初期値，外力項に小さ
さを課さない）の下で示されており，方程式系 (DCBF)にはより詳細な解析が可能であると考
えられる．また [12]では，次元が４以下の一般領域上での初期値境界値問題に対する一意的時
間大域解の存在が Large dataの下で示されており，この結果は [14]の結果を空間領域が非有界
の場合に拡張したと位置づけられる．

以上の先行研究を動機として我々は，時間周期解の存在についても非有界領域の場合に拡

張可能であるかを精査することを本研究の目的とした．また，前述の先行研究 [11] [12] [14]に
おける可解性が全てLarge dataのもとで示されていることを踏まえ，本問題でも特に，「外力項
の大きさに制限を課さずに (DCBF)の時間周期解の存在を示す」ことを研究の主目的とした．

1本講演は大谷光春教授（早稲田大学）との共同研究の結果に基づく
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しかしながら，Large dataに対する非有界領域上の時間周期問題の可解性，特に非線型拡
散項u · ∇T , u · ∇Cのような非単調摂動項を持つ放物型方程式系に対する問題については，こ
れまであまり議論されていないように思われる．

例えば，非単調摂動項を持つ放物型方程式として著名な Navier-Stokes方程式については，
非有界領域上における時間周期問題の可解性に関する結果が既にいくつか得られている（[5],
[6], [15]等を参照）．しかしながらこれらの研究における議論では，逐次近似の収束性を解の大
きさが dataによりコントロールされるという事実から保証しており，この意味で外力項の大き
さを制限（Small data）することは本質な仮定であるように思われる．
一方で，放物型方程式の時間周期問題の Large dataに対する可解性は，「劣微分作用素を主

要項として持つ発展方程式」という抽象問題の枠組みで古くから考察されてきた（[1], [2], [4],
[7], [9], [16]等を参照）．例えば [9]では非単調摂動項を含む発展方程式の時間周期問題の可解
性が外力項に大きさを仮定することなく示されている．しかしながら，これらの抽象理論では

有界領域を想定した条件が課されており，非有界領域に対する適用は難しいと思われる．実際

[9]では Shauder型の不動点定理を適用するために φ-levelset compactnessと呼ばれる条件を仮
定しているが，この条件は具体的な方程式への応用の際には通常Rellich-Kondrachovの定理に
よって保証される．

このように，非有界領域における時間周期問題に対しては，「Large data」と「領域の非有
界性」は一見相反する条件であるように思われる．しかしながら我々は，「有界領域で構成し

た解が，領域を全空間に漸近させると共に全空間での解に漸近する」という事実を示すことで

(DCBF)の時間周期解の構成を行った．

2 記法，主結果

以下，Ωは全空間RNまたは十分滑らかな境界を持つ有界領域を表すものとする．また，Lq(Ω) :=
(Lq(Ω))N , Wk,q(Ω) := (W k,q(Ω))N , Hk(Ω) := Wk,2(Ω) （q ∈ [1,∞], k ∈ N）とする．この時
1 < q < ∞に対し，Lq(Ω)はHelmholtz分解可能，即ち，

Lq
σ(Ω) := C∞

σ (Ω)の Lq(Ω)における閉包,

Gq(Ω) := {w ∈ Lq(Ω); ∃p ∈ W 1,q
loc (Ω), s.t., w = ∇p},

により，Lq(Ω) = Lq
σ(Ω)⊕Gq(Ω) とできることを想起する．但し，C∞

σ (Ω)は∇ · v = 0を満た
す v ∈ C∞

0 (Ω) := (C∞
0 (Ω))N 全体であるとする．

また，q = 2に対して Stokes作用素を定義する．PΩを L2(Ω) から L2
σ(Ω)への直交射影と

し，Stokes作用素をAΩ := −PΩ∆ により定義する．ここでAΩはD(AΩ) := H2(Ω) ∩ H1
σ(Ω)，

を定義域とするL2
σ(Ω)上の極大単調作用素となることに注意する．但し，H1

σ(Ω)はH1(Ω)にお
ける C∞

σ (Ω)の閉包とする．特に Ω = RN の時，v ∈ D(ARN ) に対し−∆v ∈ L2
σ(RN)，即ち，

ARNv = −∆v であることにも注意する．
指数 q ∈ [1,∞]に対し，q∗, q′はそれぞれ Sobolev臨界指数及びHölder共役指数とする，即

ち q∗ := Nq/(N − q), q′ := q/(q − 1)とする．またBanach空間Xに対し，

Cπ([0, S];X) := {U ∈ C([0, S];X); U(0) = U(S)}

とする．

本講演では，次の意味での時間周期解について考察する．

定義 2.1. （解の定義）
(u, T, C)が (DCBF)の時間周期解であるとは，以下を満たすこととする：
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1. (u, T, C)は以下の正則性を満たす．

u ∈ Cπ([0, S];L2∗

σ (RN)), T, C ∈ Cπ([0, S];L
2∗(RN)),

∂xµu ∈ Cπ([0, S];L2(RN)), ∂xµT, ∂xµC ∈ Cπ([0, S];L
2(RN)),

∂xι∂xµu ∈ L2(0, S;L2(RN)), ∂xι∂xµT, ∂xι∂xµC ∈ L2(0, S;L2(RN)),

∂tu ∈ L2(0, S;L2
σ(RN)), ∂tT, ∂tT ∈ L2(0, S;L2(RN)),

∆u ∈ L2(0, S;L2
σ(RN)) (∀ι,∀µ = 1, 2, · · · , N).

2. (u, T, C)は (DCBF)の第二，第三方程式を L2(0, S;L2(RN))において満たす．

3. 任意の ϕ ∈ L2(0, S;L2
σ(RN)) ∩ L2(0, S;L(2∗)′

σ (RN))に対して (u, T, C)は以下の方程式を
満たす： ∫ S

0

∫
RN

(∂tu−∆u+ au− gT − hC − f1) · ϕdxdt = 0.

以上の定義の下，我々の主結果は以下のように記述される．

定理 2.2. 空間次元をN = 3, 4とする．この時，

f1 ∈ W 1,2(0, S;L2(RN)), f1(0) = f1(S), f2, f3 ∈ L2(0, S;L2(RN)) ∩ L2(0, S;L(2∗)′(RN))

を満たす任意の外力項に対し，(DCBF)は少なくとも一つ時間周期解 (u, T, C)を持つ．

注意 2.3. 定義 2.1の下，(DCBF)の第一方程式はL2(0, S;L2(RN)) +L2(0, S;L2∗(RN)) の意味
で満たされる．但し pは，p1(·, t) ∈ W 1,2

loc (RN), p2(·, t) ∈ W 1,2∗

loc (RN) (∀t ∈ [0, S]) かつ∇p1 ∈
Cπ([0, S];L2(RN)), ∇p2 ∈ Cπ([0, S];L2∗(RN)) を満たす p1, p2により，p = p1 + p2となる．

3 証明の概略

証明は以下の通りに進める．

• Step 1. Ωn := {x ∈ RN ; |x| < n}（原点中心，半径 nの開球）とする．各パラメータ λ > 0，
n ∈ Nに対し以下の方程式系 (DCBF)n,λ の時間周期問題を解く：

(DCBF)n,λ


∂tu+ νAΩnu+ au = PΩngT + PΩnhC + PΩnf1|Ωn (x, t) ∈ Ωn×[0, S],

∂tT −∆T + u·∇T + λT = f2|Ωn (x, t) ∈ Ωn×[0, S],

∂tC −∆C + u·∇C + λC = ρ∆T + f3|Ωn (x, t) ∈ Ωn×[0, S],

u = 0, T = 0, C = 0 (x, t) ∈ ∂Ωn × [0, S].

但し ·|Ωnは，関数のΩnへの制限を表す.
有界領域上の (DCBF)の時間周期問題は，[11]において既に Large dataの下可解性が得ら

れている．即ち，Step 1において我々は，(DCBF)n,λに対する時間周期問題が，以下を満たす
解 (un, Tn, Cn)を少なくとも一つ持つという事実を得る：

un ∈ Cπ([0, S];H1
σ(Ωn)) ∩ L2(0, S;H2(Ωn)) ∩W 1,2(0, S;L2

σ(Ωn)),

Tn, Cn ∈ Cπ([0, S];H
1
0 (Ωn)) ∩ L2(0, S;H2(Ωn)) ∩W 1,2(0, S;L2(Ωn)).

• Step 2. Step 1において得られた解 (un, Tn, Cn)と方程式系 (DCBF)n,λ の n → ∞に対
する収束性を議論することにより，固定された各パラメータ λ > 0に対する以下の方程式系
(DCBF)λ の時間周期問題の可解性を示す．

(DCBF)λ


∂tu− ν∆u+ au = PRNgT + PRNhC + PRNf1 (x, t) ∈ RN×[0, S],

∂tT −∆T + u·∇T + λT = f2 (x, t) ∈ RN×[0, S],

∂tC −∆C + u·∇C + λC = ρ∆T + f3 (x, t) ∈ RN×[0, S].
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Step 2における収束性の議論では，[10]における「空間局所強収束性」及び「対角線論法」
を用いた手法を参考とした．また，[12]等で与えられた非線型拡散項 u · ∇T , u · ∇C の評価
が Scale invariantであるという事実も重要な鍵となる．結果として Step 2において我々は，
(DCBF)λに対する時間周期問題が，以下を満たす解 (uλ, Tλ, Cλ)を少なくとも一つ持つという
事実を得る：

uλ ∈ Cπ([0, S];H1
σ(RN)) ∩ L2(0, S;H2(RN)) ∩W 1,2(0, S;L2

σ(RN)),

Tλ, Cλ ∈ Cπ([0, S];H
1(RN)) ∩ L2(0, S;H2(RN)) ∩W 1,2(0, S;L2(RN)).

• Step 3. Step 2 において得られた時間周期解 (uλ, Tλ, Cλ) と方程式系 (DCBF)λ の λ → 0に
対する収束性を議論することにより，求めるべき (DCBF)の時間周期解を構成する．
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