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次のマックスウェル方程式と連立したシュレディンガー方程式を考える.

iψt +∆ψ = eϕψ + e2|A|2ψ + ieψ divA+ 2ie∇ψ ·A− |ψ|p−1ψ. (1)

Att −∆A = e Im(ψ̄∇ψ)− e2|ψ|2A−∇ϕt −∇divA. (2)

−∆ϕ =
e

2
|ψ|2 + divAt. (3)

ただし, ψ : R× R3 → C, A : R× R3 → R3, ϕ : R× R3 → R, e > 0, 1 < p < 5 とする.

本講演では, (1)-(3) の定在波解の安定性を考察する.

方程式 (1)-(3) は シュレディンガー波動関数 ψ と磁場のゲージポテンシャル (A, ϕ)

の相互作用を記述しており, e は相互作用の強さを表す. e = 0 のとき, (1) は良く知ら
れた非線形シュレディンガー方程式となる. また, 方程式 (1)-(3) は gauge ambiguity

を持つため, 本講演では A に対してクーロン条件 divA = 0 を課す. この場合, (1) を
次のように表すことが出来る.

iψt + LAψ − V (x)ψ + |ψ|p−1ψ = 0. (4)

だだし V は非局所ポテンシャル V (x) = e2

2
(−∆)−1|ψ|2であり, LA は次で定義される

磁場付きシュレディンガー作用素である: A = (A1, A2, A3) かつ

LAψ :=
3∑

j=1

(
∂

∂xj
− ieAj(x)

)2

ψ = ∆ψ − 2ie∇ψ ·A− e2|A|2ψ.

方程式 (4) においてV ≡ 0 かつ磁場 A が given の場合には, [2] によって定在波解の
安定性が考察されている.

本講演ではω > 0 に対して, 次の形をした (1)-(3) の定在波解を考える.

ψ(x, t) = exp(iωt)u(x), A(x, t) = 0 and ϕ(x, t) = ϕ(x).

このとき S(u) := 1
2
(−∆)−1|u|2 とすると, 次の (非局所的)定常問題が得られる.

−∆u+ ωu+ e2S(u)u = |u|p−1u. (5)

さらに µ > 0 に対して, 次の最小化問題を考える.

ce(µ) := inf
u∈B(µ)

Je(u). (6)

ただし B(µ) = {u ∈ H1(R3,C), ∥u∥2L2(R3) = µ} とし, 汎関数 Je を次で定める.

Je(u) :=
1

2

∫
R3

|∇u|2 dx+ e2

4

∫
R3

S(u)|u|2 dx− 1

p+ 1

∫
R3

|u|p+1 dx.
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最小化問題 (6) を考える場合には, (5) における ω はラングランジュ乗数として現れる
ことに注意する. (6) の最小点の存在および, シュレディンガー・ポワソン方程式:

iψt +∆ψ − e2S(ψ)ψ + |ψ|p−1ψ = 0

に対する定在波解の安定性に関する結果は [1], [4], [5] 等で得られている.

主結果は以下の通りである.

定理1 (Existence of minimizers) µ > 0 , 1 < p < 7
3
とする.

(i) 2 ≤ p < 7
3
のとき, ある e∗ = e∗(µ, p) > 0 が存在し, e < e∗ ならば (6) は最小点

ue,µ をもつ. 一方で e > e∗ ならば, (6) は最小点をもたない. さらに任意の µ > 0

に対して, e∗(µ, 2) = e∗(2) ≤ 2
3
が成り立つ.

(ii) 1 < p < 2 ならば, ある ẽ = ẽ(µ, p) > 0 が存在して, e < ẽ に対して (6) は最小点
ue,µ をもつ.

定理2 (Existence of ground states and asymptotic uniqueness)

ω > 0 を given とし, 2 ≤ p < 5 かつ p = 2 ならば e < e∗ とする.

(i) (5) の基底状態解 ue,ω が存在する. さらに p = 2 ならば, ある µ(ω) > 0 が一意に
存在して, u が (5) の基底状態解であることと, u が ce

(
µ(ω)

)
に対応する (6) の

最小点であることは同値である.

(ii) ある e0 = e0(ω) > 0 が存在して, e < e0 に対して (5) の基底状態解は一意である.

さらに p = 2 ならば, e0 は ω によらない.

(iii) p = 2 ならば, 任意の µ > 0 と e < e0 に対して (6) の最小点 ue,µ は一意.

定理3 (Stability of standing waves) ω > 0 を given とし, p = 2, e < e0 かつue,ω
を (5) の一意な基底状態解とする. このとき, (1)-(3) の定在波解

(ψe,ω,Ae,ω, ϕe,ω) :=
(
exp(iωt)ue,ω, 0,

e

2
(−∆)−1|ue,ω|2

)
は安定である. 1 < p < 7

3
, p ̸= 2 かつ e < min{e∗, ẽ} ならば, (6) の最小点の集合の

安定性も成り立つ. ここでの安定性の定義は, 講演中に述べる.

定理3は [3]による変分法を用いた安定性解析から従う. そこでカギとなるのが, 定理
2 (iii)による最小点の一意性である. 本講演では定理2と3を中心にして, 通常の非線形
シュレディンガー方程式の場合との違いや, 対応する定常問題が非局所的であることに
よる難しさをどう克服するか等を紹介する.
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