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本研究では, 次の Airy型方程式の初期値問題を考える.{
∂tu(t, x) + ∂3

xu(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× R,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R.

(1)

ここで, ∂t =
∂
∂t , ∂x = ∂

∂x であり, u0 ∈ L2(R)とする. このとき (1)の解は以下で与えられる.

u(t, x) = (e−t∂3
xu0)(x) = F−1

ξ→x[e
itξ3Fu0(ξ)](x).

ここで, F [f ](ξ) = (2π)−1/2
∫
R e−ixξf(x)dx , F−1

ξ→x[f ](x) = (2π)−1/2
∫
R eixξf(ξ)dξである.

定義 1（波束変換）
φ ∈ S(Rn) \ {0}とする.このとき f ∈ S ′(Rn)に対して,窓関数 φから定まる波束変換Wφf(x, ξ)を以下で定義

する.

Wφf(x, ξ) =
∫
Rn φ(y − x)f(y)e−iyξdy, (x, ξ) ∈ Rn × Rn.

定義 2（波面集合）
f ∈ S ′(Rn)に対して,波面集合WF (f) ⊂ Rn × (Rn \ {0})を以下で定義する.
(x0, ξ0) /∈ WF (f) :⇐⇒ χ ∈ C∞

0 (Rn)かつ χ(x0) ̸= 0を満たす χと ξ0の錐近傍 Γが存在して,任意のN ∈ Nに
対して,ある CN > 0があって,次を満たす.

|F [χf ](ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N , ∀ξ ∈ Γ.

ここで, ξ0 の錐近傍 Γとは, ξ0 の近傍 Γで, ξ ∈ Γ, λ > 0 ⇒ λξ ∈ Γを満たすものをいう.

[1]では波面集合の波束変換による特徴づけが考察されている.これを参考に, (1)の解 uの波面集合に対する以
下の結果を得た. φ0 ∈ S(R) \ {0} とし, φ0,λ(x) = λ1/4φ0(λ

1/2x) とおき, φλ(t) = e−t∂3
xφ0,λ とおく.

定理
初期値問題 (1)の解 uに対して以下の (i), (ii)は同値.

(i) (x0, ξ0) /∈ WF (u(t, ·))
(ii) x0 の近傍K, ξ0 の錐近傍 Γが存在し,任意のN ∈ N, a ≥ 1に対して, CN,a>0があって,
任意の λ ≥ 1, x ∈ K, a−1 ≤ |ξ| ≤ aなる ξ ∈ Γに対して以下が成立する.

|e−3iλξt∂2
xWφλ(−t)u0(x+ 3tλ2ξ2, λξ)| ≤ CN,aλ

−N .(2)

注意
式 (2)の表現は,窓関数 φλ を, φλ(t, ξ) = e(−i∂3

x−3iξ∂2
x)tφ0,λ ととることで,以下のように書くことができる.

|Wφλ(−t,ξ)u0(x+ 3tλ2ξ2, λξ)| ≤ CN,aλ
−N .
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