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次のような非線形楕円型方程式系に対するDirichlet 問題について考える:

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

d1Δu + u(m1 − u− cv) = 0 in Ω,

d2Δv + α∇·
[
u2∇

(
v

u

)]
+ v(m2 + bu− v) = 0 in Ω,

u = v = 0 on ∂Ω.

(1)

ここで, Ω は R
N の有界領域で境界∂Ω は滑らかとする．なお，di, α, m1, b, c は正定

数で, m2 は実数定数とする．(1) は数理生物学のLotka-Volterra 系の定常問題で，領
域 Ω に棲息する食われる食うの関係にある２種の生物の個体数密度を記述するモデル
である．未知関数 u と v がそれぞれ被食生物と捕食生物の定常的な個体数密度を表す.

第２式の非線形拡散項α∇· [u2∇(v/u)]は，捕食生物が餌である被食生物の高密度な場
所に移動する傾向を模している．生物種の非線形拡散や移流のプロトタイプとしては，
重定-川崎-寺本モデルにおける交差拡散項やKeller-Segelモデルにおける走化性の項が
有名で，盛んに研究がされている．生物種の拡散のモデル化の見地では，交差拡散項は
生物種の空間的遷移確率が出発点に依存する状況を模している．一方で，(1) の非線形
拡散項α∇ · [u2∇(v/u)]は，捕食生物の遷移確率が，到達点における被食生物の密度に
依存する状況を模している(Okubo-Levin [1]). このタイプの非線形拡散項は，交差拡
散項や走化性の項に比べると，数学的な研究が進んでいないように思われる．そこで本
講演では，(1) の正値解集合の大域的分岐構造を考える．非線形拡散項α∇· [u2∇(v/u)]

が解構造に与える効果を数学的に引き出すことが主目的である．
準備として，正定数d, mに対して，次の定常ロジスティック方程式に対するDirichlet

問題を考える：

dΔu+ u(m− u) = 0 in Ω, u = 0 on ∂Ω.

この問題は，m > dλ1 のときに限り正値解をもつことが知られている．ここで，λ1 は
Dirichlet境界条件下の−Δの最小固有値である．そこで，その正値解をθd,m(x) と表す
ことにする．(1) はm1 > d1λ1 のとき半自明解 (u, v) = (θd1,m1 , 0) をもち，m2 > d2λ1

のとき半自明解 (u, v) = (0, θd2,m2) をもつことが分かる．また，m1 ≤ d1λ1 のとき，(1)

は正値解をもたないことが容易に確かめられる．
ここでは，m1 > d1λ1 を任意に固定して，m2 ∈ R をパラメーターとした (1)の正値
解集合

S := { (u, v,m2) ∈ C2(Ω)× C2(Ω)× R | (u, v)は (1)の正値解 }
の大域分岐構造を調べる：
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定理 1. 任意の(m1, α, d1, d2, b, c) ∈ (d1λ1,∞)×R
5
+に対して，連続関数f(m1, α, d1, d2, b)

および g(m1, d1, d2, c) が存在して，S はm2 = f(m1, α, d1, d2, b) で半自明解 (θd1,m1 , 0)

から分岐し，m2 = g(m1, d1, d2, c) で半自明解 (0, θd2,g(m1,d1,d2,c)) に結合するような有界
な連結集合を含む．このとき，(f, g)の挙動に関して次が成り立つ：

lim
m1↓d1λ1

f(m1, α, d1, d2, b) = lim
m1↓d1λ1

g(m1, d1, d2, c) = d2λ1,

lim
m1→∞

f(m1, α, d1, d2, b) = −∞, lim
m1→∞

g(m1, d1, d2, c) = ∞.

さらに，非線形拡散項の係数α を無限大にしたとき, 正値解の漸近挙動は２種類に
分類されることが分かった：

定理 2. 任意の (m1, m2, d1, d2, b, c) ∈ (d1λ1,∞)× R × R
4
+ に対して，{(un, vn)} を (1)

でα = αn → ∞ とした正値解の列とする．このとき，適当な部分列を取ると，次の (i),

(ii) のいずれかが成り立つ：

(i) {αn‖un‖∞} が非有界であって,

lim
n→∞

(un, vn) =

(
(1− s)θd1,m1 ,

s

c
θd1,m1

)
in C1(Ω)× C1(Ω). (2)

ここで，s ∈ [0, 1] は次で定められる：

s

(
b+

1

c

)
= b+

d2
d1

+

(
m2 − d2

d1
m1

)‖θd1,m1‖L1

‖θd1,m1‖2L2

.

(ii) {αn‖un‖∞} が有界であって，ある関数 (w, v) ∈ C2(Ω)× C2(Ω) に対して

lim
n→∞

(αnun, vn) = (w, v) in C1(Ω)× C1(Ω).

ここで，(w, v) は次の極限系の非負値解である：⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

d1Δw + w(m1 − cv) = 0, in Ω,

Δv +
v

d2 + w

{
w

d1
(m1 − cv) +m2 − v

}
= 0, in Ω,

w = v = 0 on ∂Ω.

この定理で，(2)の極限関数の集合は (θd1,m1 , 0)と (0, θd1,m1/c)を結ぶ直線を形成して
いる．この直線上の解は，次のような積分条件を伴い,拡散係数が等しいLotka-Volterra

競争系 ((1)でα → ∞ とした極限系)をみたす：⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d1Δu+ u(m1 − u− cv) = 0 in Ω,

d1Δv + v(m1 − u− cv) = 0 in Ω,

u = v = 0 on ∂Ω,
d2
d1

∫
Ω

v(m1 − u− cv) =

∫
Ω

v(m2 + bu− v).
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