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感染症の流行を表す次の拡散付き SIRモデルの初期値境界値問題 (SIR)を考える:

St = −d1(−∆)αS − λSI in Ω× R+,

It = −d2(−∆)αI + λSI − µI in Ω× R+,

Rt = −d3(−∆)αR+ µI in Ω× R+,

∂S

∂n
=

∂I

∂n
=

∂R

∂n
= 0 on ∂Ω× R+,

S(x, 0) = S0(x), I(x, 0) = I0(x), R(x, 0) = R0(x) in Ω.

(SIR)

ここで, R+ := (0,+∞), Ω ⊂ RN (N ∈ N) は滑らかな境界 ∂Ωをもつ有界領域, 初期値 S0, I0, R0は有界
な非負値関数, d1, d2, d3, λ, µは正の定数, α ∈ (0, 1)とする.

(SIR)で特に d1 = d2 = d3 = 0のときが古典的 SIRモデルといわれており, 定数解への収束に関して結
果が得られているが, その収束レートは知られていない. また, Hnaien–Kellil–Lassoued [1]では, (SIR)

からRを除いた SIモデルにおいて, 古典解の一意的存在,非負値性,有界性, 定数解への収束, 指数安定
性 (その収束レートが指数関数的であること)が得られている.

本研究では, [1]では考察されていない SIRモデルで, 古典解の一意的存在, 非負値性,有界性,定数解
への収束,指数安定性を得た.

定理 1� �
(S0, I0, R0) ∈ C(Ω)×C(Ω)×C(Ω) で S0, I0, R0 ≥ 0 とする.このとき, (SIR)の古典解が一意的に
存在し, 次を満たす:

(i) S, I, R ≥ 0 in Ω× [0,+∞),

(ii) (S, I,R) ∈ C([0,+∞);C(Ω)× C(Ω)× C(Ω)) ∩ L∞(0,+∞;C(Ω)× C(Ω)× C(Ω)),

(iii) S(t) → S∞, I(t) → 0, R(t) → 1
|Ω|M − S∞ (t → +∞) in L∞(Ω).

ここで, S∞ ≥ 0はある定数で, M :=
∫
Ω(S0 + I0 +R0)である.� �

定理 2� �
(S, I,R)を (SIR)の解とし, h(S∞) := µ− λS∞ > 0とする. このとき, 次の指数安定性が成立する:

(i) ∥S(t)− S∞∥L∞(Ω) ≤

Ce−ζt (h(S∞) ̸= d1θλ
α
1 ),

Cte−ζt (h(S∞) = d1θλ
α
1 ),

(ii) ∥I(t)∥L∞(Ω) ≤ Ce−h(S∞)t,

(iii)
∥∥∥R(t)−

(
1
|Ω|M − S∞

)∥∥∥
L∞(Ω)

≤

Ce−ζ′t (h(S∞) ̸= d3θλ
α
1 ),

Cte−ζ′t (h(S∞) = d3θλ
α
1 ).

ここで, ζ := min{h(S∞), d1θλ
α
1 }, ζ ′ := min{h(S∞), d3θλ

α
1 }, λ1はNeumann境界条件下での (−∆)α

の固有値で, C > 0と θ ∈ [0, 1]はある定数である.� �
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