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本研究では, 以下の Schrödinger方程式の初期値問題を考える.i∂tu+
1

2

n∑
j,k=1

∂xj
aj,k(t, x)∂xk

u = 0, (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

(1)

ここで, i =
√
−1, n ∈ N, ∂t = ∂

∂t , ∂xj
= ∂

∂xj
, aj,k(t, x) ∈ C∞(R× Rn)は実数値関数であり, 各 (t, x) ∈ R× Rn に

対して aj,k(t, x) = ak,j(t, x)を満たすとする.さらに aj,k に関して以下の仮定をする.

仮定. ρ > 1とする. 任意の多重指標 αに対して,ある Cα > 0が存在して

|∂α
x (aj,k(t, x)− δj,k)| ≤ Cα(1 + |x|)−ρ−|α|, (t, x) ∈ R× Rn

が j, k = 1, ..., nに対して成立する.ここで δj,k はクロネッカーのデルタである.

上記の仮定の下, 波束変換を用いて u0 ∈ L2(Rn)に対して (1)の解の波面集合を決定することが本研究の目的で
ある. 波束変換による解の波面集合は K. Kato, M. Kobayashi, S. Ito [1]により aj,k = δj,k 及び調和振動子の場
合が, K. Kato, S. Ito [2]によって時間に依存するポテンシャルを持つ場合が研究されている.また S. Nakamura
[3]により aj,k(t, x)が時間に依存しない場合に波束変換を用いない方法による研究がされている.

定義. (波面集合) f ∈ S ′(Rn), (x0, ξ0) ∈ Rn × Rn \ {0}とする.このとき
(x0, ξ0) /∈ WF (f) ⇐⇒ ある χ ∈ C∞

0 (Rn)で χ(x0) ̸= 0を満たすものと, ξ0 の錐近傍 Γが存在して以下が成立す
る : 任意のN ∈ Nに対して, ある CN が存在して |χ̂f(ξ)| ≤ CN (1 + |ξ|)−N が任意の ξ ∈ Γに対して成り立つ.

ここで錐近傍とは ξ ∈ Γ, α > 0 のとき αξ ∈ Γ を満たす近傍である. また, f̂ で f のフーリエ変換 F [f ](ξ) =
(2π)−

n
2

∫
Rn f(x)e−ix·ξdxを表す.

定義. (波束変換) f ∈ S ′(Rn), φ ∈ S(Rn) \ {0}とする.このとき f の窓 φによる波束変換Wφf を

Wφf(x, ξ) =

∫
Rn

φ(y − x)f(y)e−iy·ξdy

によって定義する.

λ ≥ 1, φ0 ∈ S(Rn) \ {0}に対して φ
(t)
λ (x) = φλ(t, x) = e

i
2 t∆λ

n
4 φ0(λ

1/2x) = F−1[e−
i
2 t|ξ|

2

λ
n
4 ̂φ0(λ1/2x)](x)と

定める. [2]を参考にして, 波束変換による波面集合の特徴づけを用いることで以下の定理を得た.
定理. u0 ∈ L2(Rn)とする. u(t, x)を (1)の解で C(R;L2(Rn))に属するものとする.このとき
(x0, ξ0) /∈ WF (u(t, x)) ⇐⇒ x0 の近傍 K と ξ0 の錐近傍 Γが存在して以下が成立する : 任意の N ∈ Nと任意
の a ≥ 1 と任意の φ0 ∈ S(Rn) \ {0} に対して CN,a,φ0 > 0 があって |W

φ
(−t)
λ

u0(x(0, t, x, λξ), ξ(0, t, x, λξ))| ≤
CN,a,φ0

λ−N が λ ≥ 1, (x, ξ) ∈ K × Γかつ a−1 ≤ |ξ| ≤ aに対して成立する. ここで x(s, t, x, ξ), ξ(s, t, x, ξ)は{
ẋ(s) = ∂H

∂ξ (x(s), ξ(s)) , x(t) = x

ξ̇(s) = −∂H
∂x (x(s), ξ(s)) , ξ(t) = ξ

の解であり, H(x, ξ) =
1

2

n∑
j,k=1

aj,k(t, x)ξjξk である.
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