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本研究では, 次の一般化 Ginzburg-Landau方程式を一次元の場合について考える:

uxx + λ|1 − |u|2|p−2(1 − |u|2)u = 0 in [0, π]. (gGL)

ここで, uは複素数値をとる未知関数, λ > 0, p ≥ 2 である. p = 2のとき, (gGL)は超伝導現象を記述す
る方程式として物理的に深い関連があり, [1]で詳しく述べられている. また, (gGL)は [3]で定義されたエ
ネルギーの式より導出されるものである. 先行研究として, p = 2の場合における Neumann境界値問題が
[1]で扱われている. また, 同じく p = 2の場合における周期境界値問題が [2]で扱われている. 本研究では,
(gGL)の Neumann境界条件のもとでの解の分岐構造と, 解の表示を p ≥ 2の場合に拡張することができ
た. また, 一部ではあるが, 周期境界条件のもとでも解の存在条件と解の表示を示すことができた.

定理 1. u ∈ C2([0, π])を {
uxx + λ|1 − |u|2|p−2(1 − |u|2)u = 0 in (0, π),
ux(0) = ux(π) = 0

(N)

の解とする. このとき, uは (N)の実数値解 φと c ∈ Rを用いて, u = eicφと表される.

定理 1における φは次を満たしている.{
φxx + λ|1 − φ2|p−2(1 − φ2)φ = 0 in (0, π),
φx(0) = φx(π) = 0.

(SN)

(SN)の解 φについて, 次のことが成り立つ.

定理 2. 任意の n ∈ Nに対して, λ > n2 ならば, (0, π)に n個の零点を持つ (SN)の解 φ = ±φn(x; λ)が
存在し,

φn(x; λ) = α snp

(
Kp(α2)2nx − π

π
; α2

)
と表され, これら以外の非自明解は存在しない. ここで, αは次を満たす一意の解である:

π

2n

λ

p
= αKp(α2).

また, snp(x; α2)は

xp(u; α2) :=
∫ u

0

dt√
(1 − α2t2)p − (1 − α2)p , u ∈ [0, 1]

の逆関数を奇関数でかつ周期的になるように Rまで拡張したものであり, Kp(α2) = xp(1; α2)である.
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この定理より, n個の零点を持つ解 ±φn が λ = n2 で自明解 u ≡ 0より分岐することが分かる. さらに
解の表示式より, λ → ∞のときの解 φn の形状も特徴的なものになることが分かる.
周期境界条件の場合は, 解を (i)零点を持つ解, (ii)振幅一定解, (iii)振幅変動解の 3種類の場合に分類し

て考える. 本研究では (i)零点を持つ解と (ii)振幅一定解について述べる. ここで, 振幅とは解の絶対値のこ
とである. (i)については Neumann境界条件のときと同じような結果が得られる.

定理 3. u ∈ C2(R)を {
uxx + λ|1 − |u|2|p−2(1 − |u|2)u = 0 in R,

u(x) = u(x + 2π) in R.
(P)

の零点を持つ解とする. このとき, u は 0 に零点を持つ (P) の実数値解 φ と c1, c2 ∈ R を用いて,
u(x) = eic1φ(x + c2)と表される.

定理 3における φは次を満たしている.{
φxx + λ|1 − φ2|p−2(1 − φ2)φ = 0 in R,

φ(x) = φ(x + 2π) in R, φ(0) = 0.
(SP)

(SP)の解 φについて, 次のことが成り立つ.

定理 4. 任意の n ∈ Nに対して, λ > n2 ならば, [0, 2π)に 2n個の零点を持つ (SP)の解 φ = ±φn(x; λ)が
存在し,

φn(x; λ) = α snp

(
Kp(α2)2nx

π
; α2

)
と表され, これら以外の零点を持つ非自明解は存在しない. ここで, αは次を満たす一意の解である:

π

2n

λ

p
= αKp(α2).

次に (ii)についての結果を述べる. 零点を持たないため, 極座標変換を利用することで結果を得る.

定理 5. 任意のm ∈ Zに対して, λ > m2 ならば, (P)を満たす振幅一定解 u ∈ C2(R)は c ∈ Rを用いて,
u = uc

λ,meic と表される. ここで, uc
λ,m を次のように定める:

uc
λ,m(x) :=

√
1 −

(
m2

λ

) 1
p−1

eimx.
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