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本研究では,次の Schrödinger方程式の初期値問題の解の滑らかさについての考察を行う.i∂tu(t, x) +
1
2∆u(t, x) = V (t, x)u(t, x), (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(1)

ただし, ∂t =
∂
∂t , ∆ =

∑n
j=1

∂2

∂xj
2 である.ここで, u0(x) ∈ L2(Rn)とし, V (t, x) ∈ C∞(R×Rn)は実数値関数とす

る.さらに V (t, x)に対しては以下の仮定をする.

仮定. ρ < 2が存在して,任意の多重指数 αに対して定数 Cα が存在し,次が成立する:

|∂α
xV (t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)ρ−|α|, (∀t ∈ R, ∀x ∈ Rn).

この仮定の下,波束変換を用いて u0に対する (1)の解 uのHs型波面集合を決定することが本研究の目的である.

定義 1 (波束変換). φ(x) ∈ S(Rn)\{0}, f(x) ∈ S ′(Rn)に対し,窓関数 φから定まる波束変換Wφf(x, ξ)を以下で

定義する:

Wφf(x, ξ) :=

∫
Rn

φ(y − x)f(y)e−iyξdy, (x, ξ) ∈ Rn × Rn.

定義 2 (Hs 型波面集合). s ∈ Rと f(x) ∈ S ′(Rn)に対し, WFHs(f) ⊂ Rn × (Rn\{0})を以下で定義する.

(x0, ξ0) /∈ WFHs(f) :⇔ χ(x) ∈ C∞
0 (Rn)かつ χ(x0) ̸= 0をみたす χと ξ0 の錐近傍 Γが存在して,次をみたす:

⟨ξ⟩s |(̂χf)(ξ)| ∈ L2(Γ).

ここで, ξ0 の錐近傍 Γとは, ξ ∈ Γ, α > 0 ⇒ αξ ∈ Γをみたす ξ0 の近傍で, f̂(ξ) = (2π)−n/2
∫
Rn f(x)e−ixξdx.

[1]では波束変換を用いた波面集合の特徴づけが考察されている. [2]を参考に以下の結果を得た.

主結果. s ∈ Rとし, u(t, x) ∈ C(R;L2(Rn))を (1)の解とする.仮定の下 (i), (ii), (iii)は同値:

(i) (x0, ξ0) /∈ WFHs(u(t0, ·)).
(ii) b =min( 2−ρ

4 , 1
4 )ととる.ある φ0(x) ∈ S(Rn)\{0}, x0 の近傍K, ξ0 の近傍 V が存在して,次をみたす:∫ ∞

1

λ2s+n−1∥W
φ

(−t0)

λ

u0(x(0; t0, x, λξ), ξ(0; t0, x, λξ))∥2L2(K×V )dλ < +∞.(2)

ここで, φ0,λ(x) = λ
nb
2 φ0(λ

bx) (λ ≥ 1), φ
(t)
λ (x) = e

i
2 t∆φ0,λ(x)であり, x(τ ; t0, x, ξ), ξ(τ ; t0, x, ξ)は (3)の解ẋ(τ) = ξ(τ), x(t0) = x,

ξ̇(τ) = −∇xV (τ, x(τ)), ξ(t0) = ξ.
(3)

(iii) b =min( 2−ρ
4 , 1

4 ). x0 の近傍K, ξ0 の近傍 V が存在し, 任意の φ0(x) ∈ S(Rn)\{0}に対して (2)をみたす.
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