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本講演では 2次元半空間におけるNavier-Stokes方程式の非粘性極限問題を考える：
∂tv + vν · ∇vν − ν∆vν +∇qν = gν , t > 0 , (x, y) ∈ Tκ × R+ ,

div vν = 0 , t ≥ 0 , (x, y) ∈ Tκ × R+ ,

vν |y=0 = 0 , vν |t=0 = vν0 .

(1)

ここで，Tκ = R/(2πκ)Z, κ > 0, R+ = {y ∈ R | y > 0}であり， vν = (vν1 , v
ν
2 )と qν は流体の

速度場と圧力場を表す．正定数 νは流体の動粘性係数を表す. gν は外力，vν0 は初期速度場であ
り，壁面 y = 0での境界条件は古典的な noslip境界条件である．本講演では非粘性極限 ν → 0
における shear型境界層 (U( y√

ν
), 0)の安定性について，これまで得られた結果を概観したい．

正定数 νが小さいときの解 vν の挙動を調べることは重要な問題であり，流体力学における
古典的な研究テーマである．形式的には方程式 (1)において ν = 0としたEuler方程式の解に近
づくと考えられるが，Euler方程式においては速度場の境界に対する接方向成分 ((1)では速度場
の第 1成分)に対しては境界条件を課すことはできず，Euler方程式の解は一般に noslip境界条
件を満たさない．そのため，(1)の解は境界付近において極限方程式との境界条件の discrepancy
を反映した境界層の構造を持つことが期待される．このような境界層の概念と境界層を記述す
る方程式の導出はPrandtl [11]によって与えられ，今日に至るまで多くの研究がなされている．
形式的に見積もられる境界層の厚みはO(

√
ν)であり，vν の漸近形は

vν(t, x, y) ∼
(
V1(t, x,

y√
ν
),
√
νV2(t, x,

y√
ν
)
)

near the boundary,

vν(t, x, y) ∼ v0(t, x, y) away from the boundary,
(2)

と予想される．ここで，V = (V1, V2)(x, Y )は境界層の変数 Y = y/
√
νに依存する速度場であ

り，上記の ansatzを (1)に代入して導出される Prandtl方程式の解で与えられることが期待さ
れる．また，自然な接合条件として，V は Y → ∞において Euler方程式の解 v0（outer flow
と呼ばれる）の境界値 v0|y=0を取らなければならないことに注意する．

Navier-Stokes方程式の解に対して (2)の ansatzを数学的に正当化するためには，

(i) Euler方程式を解く (outer flowの主要部の構成)

(ii) Prandtl方程式を解く (境界層の主要部の構成)

(iii) Remainder項の評価 (境界層の安定性)

の三つのステップが必要である．付与データが十分な Sobolevクラスの正則性を持っていれば
(i)については困難なく解くことができる．その一方で，(ii)と (iii)については対象となる方程
式それぞれに微分損失構造が現れ，Sobolevクラスの枠組みで解くことは難しいことが知られ
ている．まず，(ii)については付与データが適当な単調性条件を満たせば Sobolevクラスにお
ける Prandtl方程式の局所解の一意存在が成り立つ (Oleinik and Samokhin [10])．単調性条件
が成り立たない場合，Sobolevクラスで Prandtl方程式を解くことは期待できない．実際，単
調でない shear型境界層のまわりで Prandtl方程式を線形化すると，非定常の線形化問題には
接方向変数 xの高周波領域における不安定性（Gevrey指数 2に相当する微分損失）が現れる
ことが知られている (Gerard-Varet and Dormy [1])．付与データが接方向変数 xについて解析
的な正則性を持つ場合には，微分損失を解析的な正則性で補うことができ，時間局所解の一意
存在が示される．また，最近Gerard-Varet and Dietert[3]によって，指数 2のGevreyクラス
における Prandtl方程式の時間局所一意可解性が示されている．
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Prandtl方程式を解くことで境界層の主要部（と期待される）が構成されたとして，実際
に”Euler方程式の解+Prandtl方程式の解+remainder”の形で Navier-Stokes方程式の解を構
成できるか，というのが (iii)のステップであり，これは本質的に境界層の安定性の問題となる．
「Prandtl方程式が解けている状況であれば remainderのコントロールは何とかなるのではない
か」と期待したいものの，高周波における不安定性（微分損失）が最も強く現れるのはこの (iii)
のステップである．実際，境界層が単調性条件を満たす（したがってPrandtl方程式のレベルで
は可解性が成り立つ）場合でも，境界層が凸性を有しない場合には，一般にGevrey指数 1に相
当する微分損失が生じ，Prandtl境界層展開が Sobolevクラスでは成り立たないことがGrenier
[5]によって指摘された．したがって，一般に Prandtl境界層展開 (2)を正当化するためには付
与データに対して少なくとも境界付近において解析的な正則性が要求される (Sammartino and
Caflisch [12, 13], M. [9])．その一方で，単調でかつ凸性を持つ境界層は物理的に自然な対象で
あり，このような形状の境界層周りでは状況が改善されることが期待される．なお，Grenier
[5]の議論では，凸でない shear flowが Euler方程式の解として不安定であることが本質的に用
いられていることに注意する．そのため，Euler方程式の解として中立安定であるような，凸
性を有する shear typeの境界層の安定性は全く別の枠組みとなる．
残念ながら，単調かつ凸のよい形状と思われる境界層周りでも，やはり高周波不安定性が生

じる．これはTollmien-Schlichting不安定性と呼ばれるもので，流体力学では 20世紀半ば頃に
は既に理論や実験等で知られており，微小な粘性項と noslip境界条件に起因する genericな不
安定性である (例えばDrazin and Reid [7]に詳しい)．より具体的には，固定壁における noslip
境界条件のもと，shear flow周りで Navier-Stokes方程式の線形化方程式を考えたとき，高い
Reynolds数において genericに現れる線形不安定性がTollmien-Schlichting不安定性である．興
味深い特徴として，線形化方程式から微分の最高階である粘性項を取り除くと一般には現れな
い不安定性であり，この意味で微小粘性による拡散効果が triggerとなる不安定性といえる．数
学的に厳密にこの不安定性が示されたのは最近である (Grenier, Guo, and Nguyen [6])．特に，
Prandtl境界層展開の正当化という枠組みの中で，Tollmien-Schlichting不安定性が具体的にど
のような困難を与えるかが数学的に明確に理解されたのはここ 2, 3年といってよいと思われる．
実際，境界層展開を示す上での数学的な困難は微分損失であるので，Tollmien-Schlichting不安
定性による最も悪い不安定性の出方がどのような微分損失に対応するのかを見積もる必要があ
る．このような観点から，Gerard-Varet, M., and Masmoudi [2]において，Tollmien-Schlichting
不安定性（の微分損失の意味で最も悪いモード）がGevrey指数 3

2 の微分損失に対応すること
が指摘され，さらに，単調で凸な shear型境界層の周りでは指数 3

2 のGevreyクラスにおいて
実際に Prandtl境界層展開が成り立つことが示された．

以上のように, Prandtl境界層展開を実際に正当化しようとすると，shear型の単純な境界層
の周りであっても高周波における強い不安定性と直面することになる．一方，ステップ (iii)に
おけるTollmien-Schlichting不安定性やGrenierが [5]で与えた不安定性は実は time frequency
と深く結びついており，非定常問題特有の困難と考えられる．そのため，定常問題であれば
Sobolevクラスにおいて (iii)のステップが解決されることが期待される．実際，Gerard-Varet
and M. [4]において，逆流の無い shear型境界層周りでの定常 Navier-Stokes方程式の線形化
問題が Sobolevクラスで可解であることが示され（上述したように非定常問題ではこれは不可
能である），これにより適当な外力項の付いた定常Navier-Stokes方程式の解が shear型境界層
の周りで構成された．さらに，Blasius境界層を含むより一般の枠組みにおける定常問題に対す
る結果がGuo and Iyer [8]で報告されている．

本講演では上述のような研究の背景を紹介しつつ，[2]と [4]の結果に焦点を当てたい．
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