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H = −∆ + V (x) を Rn上の Schrödinger 作用素とする. Schrödinger 方程式

(i∂t − H)u(t, x) = F (t, x), (t, x) ∈ R1+n; u|t=0 = u0 (1.1)

に対する時間大域的 Strichartz 評価について, V (x) の無限遠方における減衰が |x|−2 よ
りも緩やかな場合 (slowly decaying)

|V (x)| ∼ |x|−µ (0 < µ < 2, |x| → ∞)

を考察する. ここで u0 ∈ S(Rn), F ∈ L1
loc(R; S(Rn)) のとき, 解 u は Duhamel の公式

u(t) = e−itHu0 − iΓHF (t), ΓHF (t) :=

∫ t

0

e−i(t−s)HF (s)ds

で与えられる. まず H = −∆ のとき, 次の Strichartz 評価はよく知られている：
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ここで Lp
t L

q
x = Lp(R; Lq(Rn)), (p, q), (p̃, q̃) はどちらも次を満たす許容対である：

p, q ≥ 2, 2/p = n(1/2 − 1/q), (p, q, n) ̸= (2,∞, 2). (1.3)

実数値ポテンシャル V (x) を摂動した場合にも, 次の条件 (very short-range)

|V (x)| . 〈x〉−µ (µ > 2)

とゼロエネルギーに対する正則性のもとで, n = 2を除いて,散乱状態 Pac(H)uの Strichartz

評価が示されている. また V が逆 2乗ベキ |x|−2 の場合にも多数の研究がある. 以上の結
果は (1.2) と Duhamel の公式及び滑らかな摂動の理論を用いて |V |1/2e−itH の L2

t L
2
x 評

価に帰着させることで証明される (例えば [7, 5] 及びその参考文献を参照せよ). 一方で
V が slowly decaying の場合, 重み付き L2

t L
2
x 評価の研究はいくつかあるが ([6, 3] など),

ρ < 1 のとき 〈x〉−ρ が ∆-smooth ではないため (〈x〉−ρeit∆ : L2
x ̸→ L2

t L
2
x), このような単純

な手法を用いた Strichartz 評価の証明は期待できない. さらに, 次の反例が知られている.

例 ([4]). n ≥ 2, V ∈ C3(Rn \ {0}), 0 ≤ µ < 2 として, |x| ≫ 1 のとき V は −µ 次斉次
V (rθ) = r−µV (θ) で, V |Sn−1 は非退化な最小点を持ち, その点における最小値が 0 とする.

このとき, 任意の許容対に対して, 時間大域的 Strichartz 評価は (一般には) 成立しない.

ここで球対称関数はこの仮定をみたさないことに注意する. 特に, クーロンポテンシャ
ルを含む斉次ポテンシャル a|x|−µ (0 < µ < 2, a は定数) の場合に Strichartz 評価が成立
するかどうかは数理物理への応用において重要と思われる.

今回はその第一歩として, ポテンシャルが正値の場合に通常の Strichartz 評価が成り立
つことを紹介する. 以下, n ≥ 2, 0 < µ < 2 と仮定する.



定理 1 (ポテンシャルが滑らかな場合). V ∈ C∞(Rn; R) は次の 3 条件を満たすとする：

|∂α
x V (x)| ≤ Cα〈x〉−µ−|α|, x ∈ Rn, α ∈ Zn

+,

V (x) ≥ C1〈x〉−µ, x ∈ Rn,

−x · ∇xV (x) ≥ C2〈x〉−µ, |x| ≥ ∃R > 0.

ここで Cα, C1, C2 > 0. このとき, (1.3) を満たす任意の許容対 (p, q) に対して,
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さらに p = p̃ = 2 のときを除いて非斉次項 ΓHF に対する Strichartz 評価も成り立つ.

この仮定を満たす V の典型例は a〈x〉−µ (a > 0). 証明には変数係数 Schrödinger 方程
式に対する手法 [2, 1] を用いる. 主な道具は H の作用素解析を用いた Littlewood-Paley

分解, e−itH に対する磯崎-北田型超局所パラメトリックスと超局所的な伝播評価, 重み付
き L2

t L
2
x 評価など. 次に, −µ 次斉次正値ポテンシャルに対して, 以下が得られる.

系 2. V (x) = a|x|−µ, a > 0, (p, q), (p̃, q̃) は許容対であって端点でない (p, p̃ > 2) とする.

このとき (1.1) の解に対して, 以下が成り立つ：
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注意. 系 2 について, V の局所特異性に対する仮定はもう少し一般化することができる.

例えば, n ≥ 3 のとき V が次の 2 条件を満たせば十分である：

• 定理 1 の仮定をみたす V1 と台がコンパクトな V2 があって V = V1 + V2.

• (x · ∇)ℓV ∈ L
n/2,∞
loc (Rn) (ℓ = 0, 1, 2). さらに, 任意の f ∈ C∞

0 (Rn) に対して

〈(−2∆ − x · ∇V )f, f〉 & ||∇f ||2L2

|〈(2V + x · ∇V )f, f〉| . ||〈H〉1/2f ||
2

L2 ,

|〈(2x · ∇V + (x · ∇)2V )f, f〉| . 〈(−2∆ − x · ∇V )f, f〉.

例えば, µ ∈ (0, 2), ν ∈ [0, 2] のとき V (x) = |x|−ν〈x〉ν−µ はこれらの仮定を満たす.
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