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Sobolevの不等式

Sn.p∥u∥Lp∗ ≤ ∥∇u∥Lp , u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1)

について考察する．ここでn ≥ 2, 1 < p < n, p∗ = np
n−p
であり，Sn,pは [1, 3] で得られ

た最良定数である．この最良定数は領域Ωによらないことが知られているが，最良定

数がW 1,p
0 (Ω)で達成されるかどうかは領域に依存して結論が異なる．実際，Ω = Rnで

あれば不等式はスケール変換uµ(x) = µ
n−p
p u(µx), µ > 0 に関して不変であり，最良定

数Sn,pはAubin-Talenti関数U(x) = (a+ b|x|
p

p−1 )−
n−p
p , a, b > 0 で達成される．一方で，

Ωが有界領域の場合には不等式のスケール不変性が破綻することに起因して，最良定

数Sn,pはW 1,p
0 (Ω)で達成されない．

ここでは，Ωが原点中心の球BRの場合に，伸縮とは異なるスケール変換を導入し，

その下で不変なSobolev型不等式を構築する．

定理 1 (Sobolev 型不等式 [2]) R > 0, n ∈ N, n ≥ 2, 1 < p < n, 1
p∗

= 1
p
− 1

n
とし，

u ∈ W 1,p
0 (BR)は球対称とする．このとき不等式

Sn,p

(∫
BR

|u(x)|p∗[
1− (|x|/R)

n−p
p−1

] p(n−1)
n−p

dx

) 1
p∗

≤ ∥∇u∥Lp(BR) (2)

が成り立つ．左辺の定数は最良であり，Aubin-Talenti型関数

UR(x) =

[
a+ b

{
|x|−

n−p
p−1 −R−n−p

p−1

}− p
n−p

]−n−p
p

, a, b > 0

で達成される．さらに不等式 (2) は，以下の変換
uλ(x) := λ

n−p
p u(xλ),

xλ :=
[
λ−n−p

p−1 |x|−
n−p
p−1 + (1− λ−n−p

p−1 )R−n−p
p−1

]− p−1
n−p x

|x|
(3)

に関して不変である．
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