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1. 導入
　通常の2体自由シュレディンガー作用素に空間一様な定電場0 ̸= E ∈ Rnが印加され
たL2(Rn)上の自己共役作用素

−ℏ2∆/(2m)− qE · x (1.1)

は自由シュタルクハミルトニアンと呼ばれる．ここで，x ∈ Rnは考えている粒子の位
置，∆ =

∑n
j=1 ∂

2
xj
はラプラシアン，ℏ = h/(2π)，m > 0，0 ̸= q ∈ Rはそれぞれプラン

ク定数，質量，電荷といった物理定数を表す．以下では記法を簡単にするため，適当
な回転とスケール変換により，E = e1 = (1, 0 . . . , 0)，ℏ = m = q = 1として次のハミ
ルトニアンを採用しよう．

HS
0 = |p|2/2− x1. (1.2)

なお，pは粒子の運動量−i∇ = −
√
−1(∂x1 , . . . , ∂xn)である．

空間次元n ⩾ 2としておく．本講演では，粒子間に働く相互作用ポテンシャルV を
摂動としたとき，波動作用素を用いて定義される散乱作用素の情報からV の一意性を
導く逆問題についての結果（[I]）を報告する．特に先行研究 [W]，[N]，[AM]，[AFI]の
結果とを比し，一意に定まるV のクラスが広がることについて詳しく述べたい．
ポテンシャルV の仮定は散乱理論において非常に重要な意味を持つ．詳細は以下で
述べるが，大まかに言うと，実数値の掛け算作用素であり，遠方ではその値が消えて
いるものを想定する．このようなポテンシャル関数V を用いて，全ハミルトニアンを

HS = HS
0 + V (1.3)

で定義すれば，以下の仮定1.1の下，HSも自己共役作用素として実現される．
さて，V の仮定に入ろう．V = V vs+V s+V l ∈ V vs+V s+V l

G∪V l
Dと表されるとし，

それぞれのクラスには以下の条件を課す．ただし，⟨x⟩ =
√
1 + |x|2であり，F (· · · )は

集合{· · · }の定義関数，また∥ · ∥はL2(Rn)における作用素ノルムを表す．

仮定 1.1. V vs ∈ V vsは，V vs = V vs
1 + V vs

2 とさらに2つに分かれており，特異性を許容
するV vs

1 は，|p|2/2有界でその相対限界は 1より小さく，またx1V
vs
1 も |p|2/2有界とす

る．V vs
2 はRn上の有界な関数であり，V vsとしては次の空間遠方の減衰を仮定する．∫ ∞

0

∥V vs(x)⟨p⟩−2F (|x| ⩾ R)∥dR < ∞. (1.4)

V s ∈ V sはC1級関数であり，空間の減衰として

|V s(x)| ⩽ C⟨x⟩−γ, |∂β
xV

s(x)| ⩽ Cβ⟨x⟩−1−α, |β| = 1 (1.5)
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を仮定する．なお，γとαは，1/2 < γ ⩽ 1かつ0 < α ⩽ γをみたす数である．V l ∈ V l
G

はC2級関数で，以下の減衰を持つ．

|∂β
xV

l(x)| ⩽ Cβ⟨x⟩−γG−κ|β|, |β| ⩽ 2. (1.6)

ただし，γGとκは，0 < γG ⩽ 1/2かつ 1− γG < κ ⩽ 1をみたす数．最後に，V l ∈ V l
D

もC2級関数であるが，空間の減衰としては

|∂β
xV

l(x)| ⩽ Cβ⟨x⟩−γD−|β|/2, |β| ⩽ 2 (1.7)

を仮定する．また，γDは3/8 < γD ⩽ 1/2をみたす数である．

2. 主結果
まずV l ≡ 0の場合の結果から始める．この場合V は短距離型と呼ばれ，仮定1.1の下，
波動作用素

W± = s-lim
t→±∞

eitH
S

e−itHS
0 (2.1)

の存在は知られており，これらを用いて散乱作用素S(V ) = (W+)∗W−が定義される．

定理 2.1. V1, V2 ∈ V vs + V sに対して，S(V1) = S(V2)ならばV1 = V2である．

次にV l ̸≡ 0の場合，すなわち長距離型の場合を考える．V lの空間減衰の緩さゆえ，
通常の波動作用素W±の存在は保証されないが，V l ∈ V l

Gに対しては，次のグラフ型
修正波動作用素（例えば [G]）

W±
G = s-lim

t→±∞
eitH

S

e−itHS
0 e−i

∫ t
0 V l(e1τ2/2)dτ , (2.2)

ならびに，次のドラード型修正波動作用素（例えば [JY]）の存在が知られている．

W±
D = s-lim

t→±∞
eitH

S

e−itHS
0 e−i

∫ t
0 V l(pτ+e1τ2/2)dτ . (2.3)

また，V l ∈ V l
Dの場合においてもドラード型W±

D は存在する．よってV l ∈ V l
G ∪ V l

Dに
対して，ドラード型修正散乱作用素SD(V

l;V vs + V s) = (W+
D )∗W−

D が定義される．

定理 2.2. V l ∈ V l
G ∪ V l

Dとする．V1, V2 ∈ V vs + V sに対して，SD(V
l;V1) = SD(V

l;V2)

ならばV1 = V2である．
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