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1. 導入
本講演では, 次の動的境界条件を持つCahn-Hilliard方程式を考える.

(∗)


∂tu = ∆µ, µ = −∆u+ F ′(u) in J × Ω,

∂tuΓ + b∂νµ+ cµΓ = 0, −α∆ΓuΓ + ∂νu+G′(uΓ) =
µΓ

b
on J × Γ,

u|Γ = uΓ, µ|Γ = µΓ on J × Γ,

u(0) = u0, in Ω, uΓ(0) = u0Γ on Γ.

ここで, u, µは秩序変数, 化学ポテンシャルであり, J = (0, T )は時間区間 (T < ∞),

Ω ⊂ RnはC4級の境界Γ := ∂Ωを持つ有界領域, α, b, c は正定数, νはΩの外向き単位法
ベクトル, “|Γ”はΓへのトレース作用素, ∆ΓはΓ上のラプラス・ベルトラミ作用素, F,Gは
F (u) = (1/4)(u2− 1)2, G(u) = gs

2
u2−hsu(gs > 0, hs ̸= 0)を典型例とする非線形項とす

る. 歴史的にCahn–Hilliard方程式は, 体積保存 ( d
dt

∫
Ω
udx = 0)を導く境界条件∂νµ = 0

かつエネルギー汎関数EΩ(u) :=
∫
Ω
[1
2
|∇u|2 + F (u)]dxを減衰させる境界条件 ∂νu = 0

や, 境界との相互作用としてエネルギー EΓ(uΓ) :=
∫
Ω
[α
2
|∇ΓuΓ|2 + G(uΓ)]dS を加え,

E(u, uΓ) = EΩ(u)+EΓ(uΓ)を減衰させる動的境界条件∂tuΓ−α∆ΓuΓ+∂νu+G′(uΓ) = 0

の研究がある. 一方, 境界が多孔質媒質などの場合は体積保存自体が成立しない. そこ
で, [1]で上記の動的境界条件∂tuΓ + b∂νµ+ cµΓ = 0を課し, 残りの境界条件はE(u, uΓ)

を減衰させるように variational境界条件−α∆ΓuΓ + ∂νu + G′(uΓ) = µΓ/bとした方程
式 (∗)を立て, 大域解の一意存在が特異摂動法を用いて示された. 本研究の主結果は最
大Lp正則性の利用により, 大域可解性をLp空間の枠組みで従来より簡潔に示したこと
であり, 初期値の整合条件は指数 pで分類できる. 今回の動的境界条件は, 境界上での
Allen–Cahn方程式とも考えられる. 一方, 方程式の cの部分を−c∆Γに変えたモデル
(境界上Cahn–Hilliard方程式)が [2]により導出されており, 以下の手法はこのモデルや
総体積保存 ( d

dt
(
∫
Ω
udx +

∫
Γ
uΓdS) = 0)を導く c = 0の場合に対しても同様に大域可解

性を示すことができる.

2. 線形理論
最初のステップとして, 次の線形化方程式を考える.

∂tu+∆2u = f in J × Ω,

∂tuΓ − b∂ν∆u+ bc∂νu− αbc∆ΓuΓ = g on J × Γ,

u|Γ = uΓ, −∆u|Γ − b∂νu+ αb∆ΓuΓ = h on J × Γ,

u(0) = u0, in Ω, uΓ = u0Γ in Γ.

ここで未知関数は(u, uΓ)である. 解uのクラスはE1(J) := W 1
p (J ;Lp(Ω))∩Lp(J ;W

4
p (Ω))

とし, 外力 (f, g, h)や解 uΓ, 初期値 (u0, u0Γ)のクラスの考察を行う. 微分作用素 ∂t +

∆2, ∂ν∆,∆ · |ΓをE1(J)に施すことで, (f, g, h)のクラスは次が期待される:
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(f, g, h) ∈ F(J) := F1(J)× F2(J)× F3(J)

:= Lp(J ;Lp(Ω))×
(
W κ0

p (J ;Lp(Γ)) ∩ Lp(J ;W
4κ0
p (Γ))

)
×
(
W κ1

p (J ;Lp(Γ)) ∩ Lp(J ;W
4κ1
p (Γ))

)
(κ0 = 1/4− 1/4p, κ1 = 1/2− 1/4p). さらに, uΓは方程式の構造より,

uΓ ∈ E2(J) := W 1+κ0
p (J ;Lp(Γ)) ∩W 1

p (J ;W
4κ0
p (Γ)) ∩ Lp(J ;W

2+4κ1
p (Γ))

が最適である. 初期値に関するトレース作用素をE1,E2に施し, 次がわかる.

(u0, u0Γ) ∈πE1 × πE2 := B4−4/p
p,p (Ω)×B4−4/p

p,p (Γ).

このような空間を用いることで, 可解性と外力のクラスを必要十分条件の形で述べた次
の定理を導く. 本方程式を含む形での一般論が [3]で示されている.

定理 2.1. 1 < p < ∞を p ̸= 5/4, 5/2, 5とする. その時, 線形化方程式の解 (u, uΓ) ∈
E1(J) × E2(J)が一意的に存在するための必要十分条件は, (f, g, h, u0, u0Γ) ∈ F(J) ×
πE1 × πE2かつ次の整合条件を満たす場合である：

u0|Γ = u0Γ if p > 5/4,

−∆u0|Γ − b∂νu0Γ + αb∆Γu0Γ = h|t=0 if p > 5/2,

g|t=0 + b∂ν∆u0 − bc∂νu0 + αbc∆Γu0Γ ∈ B1−5/p
p,p (Γ) if p > 5.

3. 非線形理論
方程式にf, gを加えた次の方程式を考える.

∂tu+∆2u = ∆F ′(u) + f in J × Ω,

∂tuΓ − b∂ν∆u+ bc∂νu− αbc∆ΓuΓ = −b∂νF
′(u)− bcG′(uΓ) + g on J × Γ,

u|Γ = uΓ, −∆u|Γ − b∂νu+ αb∆ΓuΓ = −F ′(u)|Γ + bG′(uΓ) on J × Γ,

u(0) = u0, in Ω, uΓ = u0Γ in Γ.

非線形項の評価に必要な仮定：p > (n+4)/4, F ∈ C4−, G ∈ C2−の下, 不動点定理を用
いて, 時間局所解 (u, uΓ) ∈ E1(Ja)× E2(Ja)を得る (Ja := (0, a) ⊂ Jで極大存在時間).

大域解に延長するため, 非線形項 F,Gに適当な lower bound や upper bound を課す
(講演で正確に述べる, この仮定は導入の典型例のF,Gを含む). 次の主結果を得る.

定理 3.1. n = 2, 3, p ≥ 2をp ̸= 5/2, 5とする. (f, g, u0, u0Γ) ∈ F1(J)×F2(J)×πE1×πE2

でu0|Γ = u0Γかつ次の整合条件を課す：
−∆u0|Γ − b∂νu0Γ + αb∆Γu0Γ = −F ′(u0)|Γ + bG′(u0Γ) if p > 5/2,

g|t=0 + b∂ν∆u0 − bc∂νu0 + αbc∆Γu0Γ − b∂νF
′(u0)− bcG′(u0Γ) ∈ B1−5/p

p,p (Γ) if p > 5.

この時, 方程式は一意的に解 (u, uΓ) ∈ E1(J)× E2(J)を持つ.
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