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本講演はVladimir Georgiev氏 (ピサ大学) との共同研究に基づいている.

1. 序
ΩをRn (n ≥ 2) における外部領域とする. 次の熱方程式の初期値・境界値問題

∂tu(t, x)−∆u(t, x) = 0, t ∈ (0,∞), x ∈ Ω,

u(t, x) = 0, t ∈ (0,∞), x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = f(x), x ∈ Ω

(1)

を考え, 解 uの勾配微分評価式に関する結果を報告する. ΩがRnあるいは半空間の場
合は解の表現公式があり, 直接計算することにより任意の1 ≤ p ≤ ∞に対して

∥∇u(t)∥Lp(Ω) ≤ Ct−
1
2∥f∥Lp(Ω), t > 0, f ∈ Lp(Ω)

が得られる. しかし, Ωが外部領域の場合はディリクレ境界条件の影響により一般には
時間減衰率が t−1/2ではないことが知られている (石毛-壁谷 [3]を参照). 本講演の目的
は, 外部領域において初期値・境界値問題 (1)の解に対する勾配微分評価式を考察し, そ
の時間減衰率の最適性を明らかにすることである. さらに, 勾配微分評価式の応用とし
て, 外部領域上のディリクレラプラシアンによって生成されるベゾフ空間における双線
形評価式に関して得られた結果を紹介する.

2. 結果
次の結果が得られた.

定理 1 (Georgiev-谷口 [1]). n ≥ 2とし, ΩをRnにおけるC1,1級の境界をもつコンパ
クトな集合の外部領域とする. このとき, 任意の 1 ≤ p < ∞に対してある正定数Cが
存在し, 初期値f ∈ Lp(Ω)とする (1)の解uに対して次が成り立つ.

∥∇u(t)∥Lp(Ω) ≤

{
Ct−

1
2∥f∥Lp(Ω), 0 < t ≤ 1,

Ct−µ∥f∥Lp(Ω), t > 1.
(2)

ここで, µは以下をみたす指数である.

µ =


1

2
, 1 ≤ p ≤ n,

n

2p
, n < p < ∞.

次の結果から, t > 1に対する評価式 (2)の時間減衰率 t−µは最適であることがわかる.
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定理 2 (Georgiev-谷口 [1]). Ω = {x ∈ R3 : |x| > 1}とし, 1 ≤ p ≤ ∞とする. このと
き, 関数列{fm}∞m=1 ⊂ Lp(Ω)と正の無限大に発散する正数列{tm}∞m=1が存在し, 初期値
fmとする (1)の解um は次を満たす.

lim sup
m→∞

tµm∥∇um(tm)∥Lp(Ω)

∥fm∥Lp(Ω)

> 0.

注意 (石毛 [2]). ノイマン境界条件の場合はディリクレ境界条件のときと異なり, 勾配
微分評価式の時間減衰率が悪くなることはない. 実際, ノイマン境界条件の場合は外部
領域Ωに対して次が成り立つ.

∥∇u(t)∥Lp(Ω) ≤ Ct−
1
2∥f∥Lp(Ω), t > 0, f ∈ Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞.

3. 双線形評価式への応用
HをL2(Ω)におけるディリクレラプラシアンとする.{

D(H) = {f ∈ H1
0 (Ω) : ∆f ∈ L2(Ω)},

Hf = −∆f, f ∈ D(H).

このとき, HはL2(Ω)上の非負な自己共役作用素であり, 次のベゾフ空間が定義できる.

∥f∥Ḃs
p,q(H) :=

{∑
j∈Z

(
2sj∥ϕj(

√
H)f∥Lp(Ω)

)q
} 1

q

, s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞.

ここで, {ϕj}jはLittlewood-Paleyの2進単位分解であり, ϕj(
√
H)はHのスペクトル分

解によって定義される作用素の関数である.

定理 3 (岩渕-松山-谷口 [4], Georgiev-谷口 [1]). s, p, p1, p2, p3, p4, qを以下をみたす
指数とする.

0 < s < 2, 1 ≤ p, p1, p2, p3, p4 ≤ n,
1

p
=

1

p1
+

1

p2
=

1

p3
+

1

p4
, 1 ≤ q ≤ ∞.

このとき, ある正定数Cが存在し任意のf ∈ Ḃs
p1,q

(H)∩Lp3(Ω)とf ∈ Ḃs
p4,q

(H)∩Lp2(Ω)

に対して次が成り立つ.

∥fg∥Ḃs
p,q(H) ≤ C

(
∥f∥Ḃs

p1,q
(H)∥g∥Lp2 (Ω) + ∥f∥Lp3 (Ω)∥g∥Ḃs

p4,q
(H)

)
. (3)

注意 (岩渕-松山-谷口 [4]). s > 2に対しては評価式 (3)は一般には成り立たない.
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