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次の放物・楕円型Keller–Segel系を初期条件及びNeumann境界条件の下で考える:

(P)

ut = ∆(u+ 1)m − χ∇ · (u(u+ 1)α−1∇v) + λu− µuκ, x ∈ BR, t > 0,

0 = ∆v − v + u, x ∈ BR, t > 0.

ここで, BR ⊂ Rn (n ≥ 3, R > 0)は原点を中心とする半径Rの開球, m ≥ 1, χ > 0, α > 0, λ > 0, µ > 0,

κ ≥ 1であり, u, vは x, tを変数とする実数値の未知関数である.

問題 (P)はある化学物質 (濃度 v)に引き寄せられる走化性をもつ生物 (密度 u)の動きを表したモデル
であり, α ∈ (0, 1)の場合は走化性が弱いことを表す. この問題において, 生物が集中するか, 拡散するか
を解明することは一つの課題である. ここで, 前者の現象は数学的に次の意味での解の爆発に相当する:

∃T ∗ ∈ (0,∞); lim sup
t↗T ∗

∥u(·, t)∥L∞(BR) = ∞.

問題 (P)は, 解の爆発を抑制するロジスティック項 λu− µuκをもつため, 解の爆発は起こりにくいと
考えられるが, それに反して, 以下のような解の爆発についての結果が得られている:

• α = m = 1のとき, κの小ささに関するある条件下での爆発解を与える初期値の存在 (Winkler [3]).

• α = 1かつ 1 ≤ m < 2n−2
n のとき, mと κに対するある条件下での爆発解を与える初期値の存在

(Black–Fuest–Lankeit [1]).

しかし, α ̸= 1の場合, 特に, 解の爆発が起こりにくいと考えられる, 走化性が弱いα ∈ (0, 1)の場合

の解の爆発についての結果は得られていない. 本研究の目的は,

ロジスティック項をもち, 拡散が強いだけでなく, さらに走化性が弱い場合に解が爆発するか ?

という疑問に対して肯定的な結果を得ることである. まず, m = 1の場合に α ∈ (0, 1), κ > 1に対する
強い制限下での結果を [2]で得ることができた. その後, [2]における条件の改良, 及びm ≥ 1の場合への
拡張ができたので, その結果を発表する. ここでは, m = 1とした場合の結果を述べる.

主結果� �
m = 1とし, α > 0, κ ≥ 1はある条件を満たすとする. そのとき, ある ε0 > 0が存在し, 任意の
L > 0, M > 0, M1 ∈ (0,M)に対して, 以下を満たすある r0 ∈ (0, R)が存在する:

p := n(n−1)
(1−α)n+1 + ε0 (> n)とし, 非負の球対称な初期値 u0 ∈ C(BR)が

u0(x) ≤ L|x|−p (x ∈ BR \ {0}) かつ
∫
BR

u0 = M,

∫
Br0

u0 ≥ M1

を満たすならば, 問題 (P)の非負な古典解は有限時刻で爆発する.� �
注意. 主結果における α > 0, κ ≥ 1に対する条件やm > 1の場合の結果については発表時に説明する.
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