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本講演は, 水谷治哉氏 (大阪大学)との共同研究に基づく.

1 スケール不変な消散項を持つ波動方程式
本研究では, 以下のスケール不変な消散項を持つ波動方程式の解の振る舞いについて考察する.∂2
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µ1

1 + t
∂tu+

µ2

(1 + t)2
u = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rd,

(u(0), ∂tu(0)) = (u0, u1), x ∈ Rd,
(DW)

ここで, µ1, µ2 ∈ R, d ∈ Nとし, (u0, u1) ∈ H1(Rd)× L2(Rd)とする.

Wirth[4, 5] および do Nascimento–Wirth[3] によって, µ := µ1(2−µ1)
4 + µ2 ≥ 0 のときは, 或る関数

−→u+ ∈ Ḣ1(Rd)× L2(Rd) が存在して, (DW)の解 uは

lim
t→∞

∥(1 + t)
µ
2
−→u (t)−W(t)−→u+∥Ḣ1×L2 = 0, (1.1)

を満たすことが示された. ここで, W(t)は通常の波動方程式の解作用素で, −→u (t) = (u(t), ∂tu(t))とする. こ
の結果は以下のように解釈することができる. すなわち, Liouville変換 v := (1 + t)

µ
2 u(t)によって v が満た

す方程式は時間減衰係数の質量項を持つ Klein-Gordon方程式∂2
t v −∆v +

µ

(1 + t)2
v = 0, (t, x) ∈ (0,∞)× Rd,

(v(0), ∂tv(0)) = (v0, v1) = (u0, µ1u0/2 + u1), x ∈ Rd,
(KG)

と書き直せるため, 時間無限大でこの質量項の影響が無視でき, 波動方程式の解に散乱するというように解釈
することができる. そこで本研究では, この方程式 (KG)の質量項の減衰係数が具体的に与えられていること
から, 解の散乱における時間のオーダーを明らかにする.

2 主結果
方程式 (KG)の解の散乱オーダーに関して, 次の結果を得た. 以下, Re ν := 1

2

√
1− 4µとする. µ ≥ 0なら

ば Re ν ≥ 1/2であることに留意する.

Theorem 2.1. µ ≥ 0とする. このとき, 或る −→v+ ∈ Ḣ1(Rd)× L2(Rd)が存在して,

∥−→v (t)−W(t)−→v+∥Ḣ1×L2 ≲ µ(∥vl0∥L2 + ∥v1∥L2)

{
(1 + t)−

1
2+Re ν , µ ̸= 1/4,

(1 + t)−
1
2 (1 + log(1 + t)), µ = 1/4,

1



が成り立つ.

この結果より, Liouville変換の逆を行うことによって, 方程式 (DW)に関して,

Corollary 2.2. µ ≥ 0とする. このとき, 或る −→v+ ∈ Ḣ1(Rd)× L2(Rd) が存在して,∥∥∥u(t)− (1 + t)−
µ1
2 (W(t)−→v+)1

∥∥∥
Ḣ1

≲ µ(∥u0∥L2 + ∥u1∥L2)

{
(1 + t)−

1
2+Re ν−µ1

2 , µ ̸= 1/4,

(1 + t)−
1
2−

µ1
2 (1 + log(1 + t)), µ = 1/4,

および ∥∥∥∂tu(t)− (1 + t)−
µ1
2 (W(t)−→v+)2

∥∥∥
L2

≲ (µ+ |µ1|)(∥u0∥L2 + ∥u1∥L2)

{
(1 + t)−

1
2+Re ν−µ1

2 , µ ≠ 1/4,

(1 + t)−
1
2−

µ1
2 (1 + log(1 + t)), µ = 1/4,

が成り立つ. ここで, (W(t)−→v+)j はW(t)−→v+ の第 j 成分を表す.

3 その他の結果
本研究のアイデアは非線形方程式にも用いることができる. 実際, エネルギー臨界な非線形項を持つ方程式∂2

t u−∆u+
µ1

1 + t
∂tu+

µ2

(1 + t)2
u = λ|u|

4
d−2u, (t, x) ∈ (0, T )× Rd,

(u(0), ∂tu(0)) = (u0, u1), x ∈ Rd,
(NLDW)

に関しても, 解の散乱およびそのオーダーを求めることに成功した [1]. ここで, µ1 ∈ [0,∞), µ2 ∈ R, d ≥ 3,

λ = ±1とし, (u0, u1) ∈ H1(Rd)× L2(Rd)とする.

また, 線形方程式 (DW)に対して, 初期値の空間減衰が早い場合, すなわち (u0, u1) ∈ H1 ∩ Lr × L2 ∩ Lr

である場合には, 解の漸近オーダーが良くなることも示された [2].

時間が許せば, これらの結果についても紹介したい.
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