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1. 序
本研究ではフェーズフィールドシステム

(P)


(α(θ))t + ℓφt − η∆θ = f in Ω× (0, T ),

ζφtt + φt + Aφ+ β(φ) + π(φ) = ℓθ in Ω× (0, T ),

∂νθ = 0 on ∂Ω× (0, T ),

(α(θ))(0) = α(θ0), φ(0) = φ0, φt(0) = v0 in Ω

について考える. ここで, Ω ⊂ Rd (d = 1, 2, 3) はなめらかな境界 ∂Ωをもつ有界領域,

T > 0, ℓ, η > 0, ζ ∈ {0, 1}, α : D(α) ⊂ R → R は極大単調な関数, A : D(A) ⊂
L2(Ω) → L2(Ω) は作用素, β : R → Rは極大単調な関数, π : R → Rは (一般には単調
でない) 関数, f, θ0, φ0, v0は与えられた関数である. 以下の場合は既に研究されている:

(Case 1) ζ = 0, α(θ) = θ, Aφ = −∆φ (see e.g., [4, 1, 10, 9]),

(Case 2) ζ = 0, α(θ) = ln θ, Aφ = −∆φ (see e.g., [2, 3]),

(Case 3) ζ = 1, α(θ) = θ, Aφ = −∆φ (see e.g., [11, 12, 7]),

(Case 4) ζ = 1, α(θ) = θ, Aφ = a(·)φ− J ∗ φ (see e.g., [6, 8])

(ここで, a(x) :=
∫
Ω
J(x − y) dy, (J ∗ φ)(x) :=

∫
Ω
J(x − y)φ(y) dy である). しかし,

ζ = 1, α(θ) = ln θ, Aφ = a(·)φ− J ∗ φ の場合はまだ研究されていないようである.

本研究では, ζ = 1, α(θ) = ln θ, Aφ = a(·)φ− J ∗ φ の場合を考え, (P)の解の存在を
示す (解の定義については講演で紹介する). また, J, β, π, f, θ0, φ0, v0に対する条件を与
える.

(C1) J(−x) = J(x) (∀x ∈ Rd), sup
x∈Ω

∫
Ω

|J(x− y)| dy < ∞.

(C2) β : R → R は極大単調な関数であり, かつ局所Lipschitz連続な関数である. また,

下半連続かつ凸である非負値関数 β̂が存在し, β̂(0) = 0, β = ∂β̂ を満たす. ここ
で, ∂β̂は β̂の劣微分である.

(C3) πはLipschitz連続な関数である.

(C4) f ∈ L2(Ω× (0, T ))∩L1(0;T ;L∞(Ω)), θ0 ∈ L2(Ω), ln θ0 ∈ L2(Ω), φ0, v0 ∈ L∞(Ω).

Remark 1.1. (Case 3), (Case 4)では, 慣性項 φttが原因で, 慣性項がない (Case 1),

(Case 2)と比べて β(φ)に関する評価を得ることが難しくなる. (Case 3)では, 不等
式 |β′′(r)| ≤ Cβ(1 + |r|) (Cβ > 0: 定数) を仮定し, φに関する L∞(0, T ;H1(Ω))-評
価の導出, 埋め込みH1(Ω) ↪→ L6(Ω)の連続性により, β(φ)に関する評価が得られる.

一方, (Case 4)では, φに関する正則性が下がってしまい, (Case 3) と同じ方法では
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β(φ) に関する評価は得られない. (Case 4)では, φ0, v0の有界性を仮定し, θ に関する
L2(0, T ;H2(Ω))-評価の導出や埋め込み H2(Ω) ↪→ L∞(Ω) の連続性などにより, φ に関
するL∞(Ω× (0, T ))-評価を得ることができ, β(φ)に関する評価が得られる. ところが,

本研究 (ζ = 1, α(θ) = ln θ, Aφ = a(·)φ− J ∗ φ) では, θ に関する正則性が下がってし
まい, θ に関する L2(0, T ;H2(Ω))-評価を得ることが困難になる. つまり, (Case 4) と
同じ方法では β(φ) に関する評価は得られない.

2. (P)の解の存在証明の大まかな方針
[3]を参考にし, (P)の近似問題

(P)ε



(εθε + ln θε)t + ℓ(φε)t − η∆θε = f in Ω× (0, T ),

(φε)tt + (φε)t + a(·)φε − J ∗ φε + β(φε) + π(φε) = ℓθε in Ω× (0, T ),

∂νθε = 0 on ∂Ω× (0, T ),

(εθε + ln θε)(0) = εθ0 + ln θ0, (φε)(0) = φ0, (φε)t(0) = v0 in Ω

を考える. ここで, ε ∈ (0, 1]である. 一方, (Case 2) において, [2, 3] では時間離散化法
が用いられている. 本研究では, [2, 3, 8] で用いられている時間離散化法を参考にして,

(P)εの解の存在を示すために次の問題を考察する: n = 0, ..., N − 1 (Nは自然数) に対
して

(P)n



un+1−un

h
+ ℓφn+1−φn

h
− η∆θn+1 = fn+1 in Ω,

zn+1 + vn+1 + a(·)φn − J ∗ φn + β(φn+1) + π(φn+1) = ℓθn+1 in Ω,

zn+1 =
vn+1−vn

h
, vn+1 =

φn+1−φn

h
in Ω,

∂νθn+1 = 0 on ∂Ω.

ここで, h = T
N
, uj := εθj + ln θj (j = 0, 1, ..., N), fk := 1

h

∫ kh

(k−1)h
f(s) ds (k = 1, ..., N)

である. まず, Banachの不動点定理などによって (P)nの解の存在を示す. 次に, 極
限移行 (h ↘ 0) により (P)εの解の存在を示すために, (P)nを次のように書き換える:

n = 0, ..., N − 1 (Nは自然数), t ∈ [nh, (n+ 1)h] に対して

ûh(t) := un +
un+1 − un

h
(t− nh),

φ̂h(t) := φn +
φn+1 − φn

h
(t− nh),

v̂h(t) := vn +
vn+1 − vn

h
(t− nh)

と定め, n = 0, ..., N − 1 (Nは自然数), t ∈ (nh, (n+ 1)h] に対して

uh(t) := un+1, θh(t) := θn+1, φh(t) := φn+1, φ
h
(t) := φn,

vh(t) := vn+1, zh(t) := zn+1, fh(t) := fn+1



と定めると, (P)n を以下の問題に書き換えることができる:

(P)h



(ûh)t + ℓ(φ̂h)t − η∆θh = fh in Ω× (0, T ),

zh + vh + a(·)φ
h
− J ∗ φ

h
+ β(φh) + π(φh) = ℓθh in Ω× (0, T ),

zh = (v̂h)t, vh = (φ̂h)t in Ω× (0, T ),

uh = εθh + ln θh in Ω× (0, T ),

∂νθh = 0 on ∂Ω× (0, T ),

ûh(0) = εθ0 + ln θ0, φ̂h(0) = φ0, v̂h(0) = v0 in Ω.

極限移行 (h ↘ 0) により (P)εの解の存在を示す. さらに, 極限移行 (ε ↘ 0) により (P)

の解の存在を示す.

Remark 2.1. (Case 4) では, 解の存在を示すのに, θ に関する L2(0, T ;H2(Ω))-評価を
得ることが鍵となる. 一方, 本研究 (ζ = 1, α(θ) = ln θ, Aφ = a(·)φ− J ∗ φ) では, 解
の存在を示すのに∫ t

0

θ(s) ds に関する L∞(0, T ;H2(Ω))-評価 ( ≈ h max
1≤m≤N

∥∥∥∥∥
m−1∑
n=0

θn+1

∥∥∥∥∥
H2(Ω)

の評価)

を得ることが鍵となる. また, もう 1つの鍵は, (P)h に対する Cauchy の収束条件の導
出である:

∥φ̂h − φ̂τ∥C([0,T ];H) + ∥v̂h − v̂τ∥C([0,T ];H) + ∥vh − vτ∥L2(0,T ;H)

≤ C(h1/2 + τ 1/2) + C∥v̂h − v̂τ∥1/2L2(0,T ;V ∗).

また, 同様にして, (P)ε に対する Cauchy の収束条件を導出することもできる:

∥φε − φγ∥C([0,T ];H) + ∥vε − vγ∥C([0,T ];H) + ∥vε − vγ∥L2(0,T ;H)

≤ C∥vε − vγ∥1/2L2(0,T ;V ∗).

Remark 2.2. 本研究では, 解の一意性はまだ示せていない. 今後の課題として取り組
みたいと思う.
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