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1 導入

与えられた 2 次元閉曲面 Γ ⊂ R3 と十分小さい ε > 0 に対して 3 次元の曲がった薄膜領域を
Ωε = {x ∈ R3 | dist(x,Γ) < ε/2}で定める. Ωε は内側の境界 Γ0

ε と外側の境界 Γ1
ε を持ち, 境界

全体を Γε = Γ0
ε ∪ Γ1

ε と書くことにする. Ωε 上で「流体が領域の内外に出入りせず, 境界上で摩擦
力を受けながら滑る（摩擦力のない場合を含む）」という（Navierの）滑り境界条件を課した次の
非圧縮 Navier–Stokes方程式を考える：

∂tu
ε + (uε · ∇)uε − ν∆uε +∇pε = 0 in Ωε × (0,∞),

div uε = 0 in Ωε × (0,∞),

uε · nε = 0 on Γε × (0,∞),

2νPεD(uε)nε + γεu
ε = 0 on Γε × (0,∞),

uε|t=0 = uε
0 in Ωε.

(1)

ここで ν > 0は εによらない粘性係数, nε は Γε の外向き単位法線ベクトル, Pε = I3 − nε ⊗ nε

は Γε の接平面への直交射影, D(uε) = {∇uε + (∇uε)}/2は歪み速度テンソルである. また与え
られた非負定数 γ0

ε , γ
1
ε に対して Γε 上の摩擦係数 γε を γε|Γi

ε
= γi

ε, i = 0, 1で定める.

本講演では ε → 0の極限における (1)の解 uε の解の挙動について考える. このような問題は特
異極限問題の一種であり, Navier–Stokes方程式については平面領域の周りの平らな領域 [4, 2]や
薄い球殻 [5]の場合に研究されており, 一般の曲がった薄膜領域の場合は本研究が初めてである.

2 記号

主定理を述べるためにいくつかの記号を定める. 閉曲面 Γの外向き単位法線ベクトルを nで表
す. Ωε = {y+rn(y) | y ∈ Γ, r ∈ (−ε/2, ε/2)}と書けることに注意して, ベクトル場 u : Ωε → R3

に対して膜の厚さ方向への積分平均Muとその Γに対する接線方向成分Mτuを

Mu(y) =
1

ε

∫ ε/2

−ε/2

u(y + rn(y)) dr, Mτu(y) = Mu(y)− {Mu(y) · n(y)}n(y), y ∈ Γ

で定める. また L2
σ(Ωε) = {u ∈ L2(Ωε)

3 | div u = 0 in Ωε, u · nε = 0 in Ωε}を Ωε 上の L2 ソレ
ノイダル空間とする. P = I3 − n⊗ nを Γの接平面への直交射影として Γ上の接勾配∇Γ と表面
発散 divΓ を ∇Γη = P∇η および divΓv = tr[∇Γv] (η : Γ → R, v : Γ → R3)により定める. また
Γ上の接ベクトル場 v に対して v のそれ自身に沿った共変微分を Γにおける歪み速度テンソルを

∇vv = P (v · ∇Γ)v, DΓ(v) = P

(
∇Γv + (∇Γv)

T

2

)
P

により定める. Γ上の接ベクトル場のなす関数空間を X (Γ, TΓ) = {v ∈ X (Γ)3 | v · n = 0 on Γ}
と書く. ただし X = L2,H1 とする.
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3 主結果

本講演の主定理は次の通りである（方程式 (1)に外力項がある場合は [3]を参照）.

定理 ([3]). Γ, γ0
ε , γ

1
ε , および uε

0 ∈ L2
σ(Ωε) ∩H1(Ωε)

3 に対する適切な仮定の下, 次の条件が成り
立つと仮定する：

(a) ある c > 0と ε2, α ∈ (0, 1)が存在し, ε ∈ (0, ε2]に対して ∥uε
0∥2H1(Ωε)

≤ cε−1+α.

(b) ある v0 ∈ L2(Γ, TΓ)が存在して limε→0 Mτu
ε
0 = v0 weakly in L2(Γ, TΓ).

(c) i = 0, 1に対してある γi ≥ 0が存在して limε→0 γ
i
ε/ε = γi.

このときある ε3 ∈ (0, ε2]が存在し, 任意の ε ∈ (0, ε3]に対して (1)の時間大域的な強解

uε ∈ C([0,∞),H1(Ωε)
3) ∩ L2

loc([0,∞),H2(Ωε)
3)

が存在する. また limε→0 Muε · n = 0 strongly in C([0,∞);L2(Γ))が成り立つ. さらにある

v ∈ C([0,∞);L2(Γ, TΓ)) ∩ L2
loc([0,∞);H1(Γ, TΓ))

が存在し, 任意の T > 0に対して limε→0 Mτu
ε = v weakly in L2(0, T ;H1(Γ, TΓ)) が成り立ち,

かつ v は次の方程式の唯一の弱解である：
∂tv +∇vv − 2νPdivΓ[DΓ(v)] + (γ0 + γ1)v +∇Γq = 0 on Γ× (0,∞),

divΓv = 0 on Γ× (0,∞),

v|t=0 = v0 on Γ.

(2)

特に γ0 = γ1 = 0のとき, 粘性項の変形により極限方程式 (2)は次のように書ける：

∂tv +∇vv − ν{∆Hv + 2Ric(v)}+∇Γq = 0, divΓv = 0 on Γ× (0,∞).

ここで ∆H は Γ上の Hodgeラプラシアン, Ricは Γの Ricci曲率であり, 上記の方程式は [1, 6]

で導入された抽象的な Riemann多様体上の Navier–Stokes方程式に一致する.
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