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次の微分型Schrödinger 方程式の初期値問題を考える:{
i∂tu+

1
2
∂2xu = N(u, ∂xu), t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = φ(x), x ∈ R.
(1)

ここで i =
√
−1, u = u(t, x) は C-値未知関数, φ は H3 ∩ H2,1 に属する小さな

初期値とする. ただし, Hk は k階の Sobolev空間, Hk,m は重み付き Sobolev空間で
∥ϕ∥Hk,m = ∥⟨ · ⟩mϕ∥Hk , ⟨x⟩ =

√
1 + x2である. 非線形項 N(u, ∂xu) は (u, u, ∂xu, ∂xu)

に関する3次斉次多項式と仮定する.

空間 1次元において 3次の非線形項が臨界的な状況を示すことはよく知られている.

この状況では,一般に解の最大存在時刻Tεについて,あるc > 0を用いてTε ≥ exp(c/ε2)

が成り立つことしか分からないが, 非線形項に条件

N(eiθ, 0) = eiθN(1, 0), θ ∈ R. (2)

を課せば, Tεについてのより詳細な評価が [4]で得られている. (2) を仮定し, (1) での
初期条件をu(0, x) = εψ(x), ψ ∈ H3 ∩H2,1 に置き換えたとき,

lim inf
ε→+0

ε2 log Tε ≥
1

2 sup
ξ∈R

(|Fψ(ξ)|2Im ν(ξ))
(3)

が成立する. ただし, 1/0 = +∞と読み替える. ここで, ν : R → C は

ν(ξ) =
1

2πi

∮
|z|=1

N(z, iξz)
dz

z2

で定義される関数であり, F は Fourier 変換を表す.

(3)の右辺に注目すると, (1)の解の時間大域挙動が Im ν(ξ)の符号に関係することが
期待できる. 実際 [4]で, (2)の下での (1)に対する SDGEの成立や, 時間大域解の漸近
挙動に関する先行結果が Im ν(ξ)を用いて以下のようにまとめられることが指摘されて
いる.

(i)

Im ν(ξ) ≤ 0, ξ ∈ R. (A)

が成立するとき, H3 ∩H2,1 においてSDGEが成立する.
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(ii) (A)で等号が成り立つ, すなわち

Im ν(ξ) = 0, ξ ∈ R, (A0)

であるとき, 解の漸近形に対数型の位相の修正が現れる. つまり

u(t, x) =
1√
t
α+(x/t) exp

(
ix2

2t
− i|α+(x/t)|2Re ν(x/t) log t

)
+ o(t−1/2)

が t → +∞ で x ∈ Rについて一様に成立する. ここで, α+(ξ) は 適当なC-値関
数である.

(iii) (A)で真の不等号が成り立つ, すなわち

sup
ξ∈R

Im ν(ξ) < 0, (A+)

であるとき, ∥u(t)∥L∞ = O((t log t)−1/2)が成立する.

条件 (A)の下で, 解のL2の意味での長時間挙動について, (A+)が満たされる場合には
lim

t→+∞
∥u(t)∥L2 = 0が成立し, 一方で, (A0)の下では一般に lim

t→+∞
∥u(t)∥L2 ̸= 0が成立す

ることが知られている. しかし, (A+), (A0)以外の状況下でのL2-減衰/非減衰は連立系
に対する [1], [2]を除いて知られていない. 本講演の目的は, (A)は満たされるが, (A+)

と (A0)は満たされない場合の解の挙動を明らかにすることである. 次が主結果である.

定理 ([3]). ε = ∥φ∥H3∩H2,1は十分小さいとし, (2)と (A)は満たされるが (A0)は満た
されないと仮定する. このとき, 任意の δ > 0に対し, 正定数 C が存在して (1)の時間
大域解u に対して

∥u(t)∥L2 ≤ Cε

(1 + ε2 log(t+ 2))1/4−δ
, t ≥ 0.

が成立する.

さらに, 減衰率の最適性について最近得られた結果も併せて紹介する.
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