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n ≥ 1における, 次の移流拡散方程式に対する初期値問題の定数定常解の安定性につ
いて考える: 

∂tu− ∆u+ ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ Rn,

− ∆ψ + λψ = u, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

(DD)

ここで, λ > 0でありu(t, x) : R+×Rn → R+, ψ(t, x) : R+×Rn → Rは未知関数である.

この移流拡散方程式 (DD)の第二式はHelmholtz方程式であることからψ = (λ−∆)−1u

で与えられているものとする. 移流拡散方程式は適当な枠組みにおいて解の性質を考
えることにより, 質量保存則が成立する. すなわち, u0 ≥ 0なるu0 ∈ L1(Rn)が適当な
条件を満たせば, 対応する解 uもほとんど至るところ u ≥ 0となり ∥u(t)∥1 = ∥u0∥1が
成立する. こうした保存量は移流拡散方程式の解の時間大域挙動の解明に重要な役割
を果たす一方, 全空間Rnにおける可積分性に依拠した枠組みであることから, 方程式
の構造から自然に導出される定数定常解u ≡ λA (A ∈ R)を含めることができない.

他方, べき乗型非線形項を持つ半線型熱方程式では, 初期値問題の時間局所解の存在
性と初期値の局所的な特異性の強さの関係がBaras-Pierre [3]やGiga-Umeda [5]にて示
されており, それらの先行研究で用いられている一様局所Lebesgue空間は定数関数を
含む枠組みである. さらに先述の先行研究から, べき乗型非線形項を持つ半線型熱方程
式において, 一様局所Lebesgue空間は初期値問題の時間局所解の存在 ·非存在を分類す
る枠組みとして適切である可能性が示唆されている. ここで, 1 ≤ p ≤ ∞に対して一様
局所Lebesgue空間Lp

uloc(Rn)はLp
uloc(Rn) = {f ∈ Lp

loc(Rn) | ∥f∥p,uloc < ∞} で定義され
る関数空間で, p = ∞のときはLp

uloc(Rn) = L∞(Rn)である. ただし,

∥f∥p,uloc = sup
x∈Rn

(∫
B1(x)

|f(y)|p dy

)1/p

である. 一様局所Lebesgue空間Lp
uloc(Rn)における熱半群の作用については多くの先行

研究があり, 通常のLebesgue空間における熱半群のLp-Lq型評価に対応する評価も知
られている. ここで,

(et∆f)(x) =
1

(4πt)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t f(y) dy

とする.

命題 1 ([2], [6]). 任意の1 ≤ q ≤ p ≤ ∞, k ∈ Z+, α ∈ Zn
+に対して, ある正の定数

C1 = C1(n)とC2 = C2(n, p, q, k, α)が存在して次が成立する:

∥∂kt ∂αx et∆f∥p,uloc ≤ t−k− |α|
2 (C1 + C2t

−n
2
( 1
q
− 1

p
))∥f∥q,uloc, t > 0.

命題1の熱半群のLp-Lq型評価を用いることで, 次のDuhamel項に対する双線形評価



(命題3)を得ることができ, よく知られた縮小写像の原理によって積分方程式

u(t) = et∆u0 −
∫ t

0

∇ · e(t−s)∆
(
u(s)∇K ∗ u(s)

)
ds in C((0, T );Lp

uloc(R
n)). (IE)

の軟解の存在を示すことができる.

定理 2 ([4, Theorem 2.1]). 
1 ≤ p ≤ ∞, n = 1,

3

2
≤ p ≤ ∞, n = 2,

n

2
< p ≤ ∞, n ≥ 3.

(1)

とすると, 任意のu0 ∈ Lp
uloc(Rn) に対して, ある時刻T > 0 と方程式 (DD)の一意

な軟解 u ∈ L∞(0, T ;Lp
uloc(Rn)) ∩ C((0, T );Lp

uloc(Rn)) が存在する. さらに u0 ≥ 0

ならば, u ≥ 0がほとんど至る (0, T ) × Rnで成立する.

定理2の証明の鍵となるのは, 次の双線形評価である.

命題 3 (双線形評価). pは条件 (1)を満たすとする. このとき, ある k ∈ (n,∞]と
あるC = C(p, k, n,K) > 0が存在し,

∥∇eτ∆ · (u∇K ∗ v)∥p,uloc ≤ Cτ−
1
2 (1 + τ−

n
2

1
k )∥u∥p,uloc∥v∥p,uloc

が成立する.

注意. Lp空間におけるYoungの不等式に対応する不等式がLp
ulocにおいても成立する.

さらに, 指数pが定理2の条件 (1)を満たすとき, 任意のA ∈ Rと任意の v0 ∈ Lp(Rn)に
対して, あるT > 0とu0 = λA + v0 ∈ Lp

uloc(Rn)を初期値とする方程式 (DD)の一意な
軟解uが存在し, u− λA ∈ C([0, T );Lp(Rn))となることも, 定理2の系として得られる.

より精密なpに対する条件は [7]において調べられている.

さらに, 定数定常解 u ≡ λAの安定性を考察し, 次の結果を得た ([4, Theorem 2.3,

Theorem 2.4]).

定理 4. pは定理2の条件 (1)を満たすとすると, 次が成立する.

1. n = 1のとき p = 1, n ≥ 2のとき n
2
< p ≤ nとし, n < q ≤ 2pを固定す

る. 0 ≤ A < 1ならば, 定数定常解 u ≡ λAは安定である. すなわち, あ
る ϵ0 > 0が存在して, 任意の v0 ∈ Lp(Rn)で ∥v0∥p < ϵ0なるものに対し,

u0 = λA+ v0を初期値とする方程式 (DD)の時間大域的な軟解uが一意に存
在し, u − λA ∈ C([0,∞);Lp(Rn))となり次の評価が成立する: あるC > 0

が存在して

sup
t>0

∥u(t) − λA∥p + sup
t>0

t
n
2
( 1
p
− 1

q
)∥u(t) − λA∥q ≤ C∥u0 − λA∥p.

2. p ̸= 1,∞とする. A > 1ならば定数定常解 u ≡ λAはLyapunovの意味で安
定ではない.



注意. 定理4の2の主張は, 軟解uが時間大域的に存在するかどうかを述べておらず,

「もし時間大域解が存在したとすれば, その解はLyapunovの意味で安定ではない」と
いうことを主張している.

本発表では, 定数定常解の安定性について述べる. この研究は, Wroc law大学の S.

Cygan氏, G. Karch氏およびK. Krawczyk氏との共同研究に基づく ([4]).
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