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本講演では, 以下の時間に依存するポテンシャルをもつ Schrödinger方程式を考える.i∂tu = −1

2
∆u+ V (t)u, on R× Rn,

u(0) = u0.
(1)

ここで, i =
√
−1, n ∈ N, ∂t = ∂/∂t, ∆ =

∑n
j=1 ∂

2
xj
である. また, u0 ∈ L2(Rn)であり, 以降作用

素を考える空間は L2(Rn)とする. V (t)はポテンシャルと呼ばれ関数 V (t, x) ∈ C∞(R× Rn;R)
をかける掛け算作用素で, 長距離型条件すなわち, ある 0 < ε ≤ 1があって, 任意の多重指数 α
に対しCα > 0が存在して,

|∂αxV (t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)−ε−|α|, (t, x) ∈ R× Rn(2)

が成り立つと仮定する.
谷島 [8]により (1)の適切性が知られている. このとき, 時刻 0における初期状態 u0から時

刻 tにおける状態 u(t)を与える作用素を U(t, 0)とおき, (1)に対する propagatorと呼ぶ.
V が短距離型条件を満たす ((2)で ε > 1となる)ときは古くからスペクトル理論やフー

リエ変換により多くの研究がなされ, ポテンシャル V が時間に依存しない場合は波動作用素
W± := s-limt→±∞ U(0, t)eit∆/2が存在し, それらの値域が（絶対）連続スペクトル空間に一致す
ることが知られている. (黒田 [6], Cook [1] 等) ポテンシャル V が時間に依存する場合も波動作
用素は存在（Yafaev [8]）し, それらの値域の特徴づけ (北田–谷島 [5], 米山–加藤 [9] 等)も得ら
れている.
一方, V が長距離型条件を満たすときは一般には波動作用素が存在しないことが知られてい

る. しかし eit∆/2の部分を適当に修正することで,波動作用素と同様に散乱現象を解析できる修正
波動作用素の存在や完全性が知られており,様々な修正波動作用素が考えられている (Hörmander
[2], 磯崎–北田 [3], 北田–谷島 [5] 等). 本研究の目的は以下の波束変換を用いて新たな修正波動
作用素を構成することである.

定義 (波束変換). φ ∈ S(Rn) \ {0}, f ∈ S ′に対し,

Wφf(x, ξ) :=

∫
Rn

φ(y − x)f(y)e−iyξdy, (x, ξ) ∈ Rn × Rn,

と定める.

主結果は以下の通りである。

定理. 時間に依存するポテンシャル V (t, x)に対し, (2)を仮定する.
f ∈ L2(Rn), φ, ψ ∈ S(Rn) \ {0}に対し

UM(t, 0)f(x) = W−1
φ(t)

[
e−i

∫ t
0

(
1
2
|ξ(s;t)|2+Ṽ (s,x(s;t))

)
dsWψf(x(0; t), ξ)

]
(3)

とおく. ここで, φ(t) = eit∆/2φ, Ṽ = V − x · ∇xV であり, x(s; t), ξ(s; t)は{
ẋ(s) = ξ(s), x(t) = x,

ξ̇(s) = −∇xV (s, x(s)), ξ(t) = ξ,

1



の解である (ẋは xの sによる微分を表す).
このとき, 任意の f ∈ D := F−1 [C∞

0 (Rn \ {0})]に対し, ある φ, ψ ∈ S(Rn) \ {0}があって,
以下の極限

lim
t→±∞

U(0, t)UM(t, 0)f(4)

が存在する.

注. f ∈ Dは L2(Rn)で稠密である. そのため, U(t, 0), UM(t, 0)のユニタリー性を考えると (4)
の極限の存在と波動作用素にある強極限の存在は “ほぼ”同値である.

注. (3)の修正は加藤–小林–伊藤 [4]による自由シュレディンガー作用素 eit∆/2の波束変換によ
る表現

eit∆/2f(x) = W−1
φ(t)

[
e−i

1
2
|ξ|2tWψf(x− tξ, ξ)

]
を元にしている.

なお本研究は加藤圭一氏 (東京理科大)との共同研究に基づくものである.
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