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1. 序
本研究では, 競合項をもつ2種走化性方程式系の初期値境界値問題

(1)



(uε)t = ∆uε − ε∇ · (uε∇wε) + µ1uε(1− uε − a1vε), x ∈ Ω, t > 0,

(vε)t = ∆vε − ε∇ · (vε∇wε) + µ2vε(1− a2uε − vε), x ∈ Ω, t > 0,

(wε)t = ∆wε − wε + uε + vε, x ∈ Ω, t > 0,

∇uε · ν = ∇vε · ν = ∇wε · ν = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

uε(x, 0) = uinit(x), vε(x, 0) = vinit(x), wε(x, 0) = winit(x), x ∈ Ω

の解uε, vε, wεが ε ↘ 0とするときにどのような関数に収束するのかを考える. ここで,

Ω ⊂ Rn (n ≥ 2)はなめらかな境界 ∂Ωをもつ有界領域, νは ∂Ωの外向き単位法線ベク
トル, ε > 0, µ1, µ2 > 0, a1, a2 > 0とし, uinit, vinit ∈ C0(Ω), winit ∈ W 1,∞(Ω)を非負関数
とする. 問題 (1)で ε = 0とすると, u, vについては次のようなLotka–Volterra競合モデ
ルの初期値境界値問題になる:

(2)



ut = ∆u+ µ1u(1− u− a1v), x ∈ Ω, t > 0,

vt = ∆v + µ2v(1− a2u− v), x ∈ Ω, t > 0,

∇u · ν = ∇v · ν = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = uinit(x), v(x, 0) = vinit(x), x ∈ Ω.

これより, 問題 (1)の解uε, vεは ε ↘ 0とするとき, 問題 (2)の解u, vにそれぞれ収束す
ることが予想される. 上記の予想が正しいことを示すことができれば, 走化性の力が弱
い場合に関しては問題 (1)の解 uε, vεと問題 (2)の解 u, vが十分近い性質があるという
ことが期待される. ここで, 問題 (1)はBai–Winkler [1], Lin–Mu–Wang [3]や [4]などに
より研究されているが, 未解決問題が山積している. 一方, Lotka–Volterra競合モデル
に対する問題 (2)は既に多くの研究がされている. そのため, 本研究の進展により, 走化
性方程式の解の新たな性質が解明できることが期待される.

1種の生物の場合 (問題 (1), (2)で vε = v = 0の場合)に, 走化性項の係数 ε > 0を
ε ↘ 0とするとき走化性方程式の解 uεがFisher–KPP方程式の解 uに時間大域的に一
様収束することが示されている ([2]). 一方, 2種の生物の場合である問題 (1)について
はまだ研究されていない. 本研究の目的は, 走化性方程式とLotka–Volterra競合モデル
の解の関係を明らかにすることである. 特に, 問題 (1)において走化性項の係数ε > 0を
ε ↘ 0とすることにより, 問題 (1)の解uε, vεが問題 (2)の解u, vにそれぞれ収束するこ
とを示す.
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2. 主結果
本研究では, 走化性方程式の解とLotka–Volterra競合モデルの解の関係に関する次の

2つの結果を得た.

定理1� �
Ω ⊂ RN (N ∈ N) はなめらかな境界をもつ有界凸領域, µ1, µ2, a1, a2 > 0を定数と
し, uinit, vinit ∈ C0(Ω), winit ∈ W 1,∞(Ω)を非負関数とする. このとき, ある ε0 > 0

が存在して, すべての ε ∈ (0, ε0)に対して非負関数

uε ∈ C0(Ω× [0,∞)) ∩ C2,1(Ω× (0,∞)),

vε ∈ C0(Ω× [0,∞)) ∩ C2,1(Ω× (0,∞)),

wε ∈ C0(Ω× [0,∞)) ∩ C2,1(Ω× (0,∞)) ∩ L∞
loc([0,∞);W 1,∞(Ω))

が一意的に存在し, 問題 (1)の古典解となる. さらに, 任意の T > 0に対してある
C(T ) > 0が存在し, 任意の ε ∈ (0, ε0)に対して問題 (1)の解 uε, vεと問題 (2)の解
u, v ∈ C0(Ω× [0,∞)) ∩ C2,1(Ω× (0,∞))が次を満たす:

sup
t∈(0,T )

∥uε(·, t)− u(·, t)∥L∞(Ω) + sup
t∈(0,T )

∥vε(·, t)− v(·, t)∥L∞(Ω) ≤ C(T )ε.

� �
定理2� �
Ω ⊂ RN (N ∈ N) はなめらかな境界をもつ有界凸領域, µ1, µ2 > 0, a1, a2 ∈ (0, 1)

またはa1 > 1 > a2 > 0を定数とし, uinit, vinit ∈ C0(Ω), winit ∈ W 1,∞(Ω)を非負関数
とする. このとき, あるε1 > 0とC > 0が存在して, すべてのε ∈ (0, ε1)に対して問
題 (1)の時間大域的古典解uε, vεと問題 (2)の時間大域的古典解u, vが次を満たす:

sup
t∈(0,∞)

∥uε(·, t)− u(·, t)∥L∞(Ω) + sup
t∈(0,∞)

∥vε(·, t)− v(·, t)∥L∞(Ω) ≤ Cε.

� �
定理 1は, “ε > 0が十分小さいとき, 走化性方程式の解とLotka–Volterra競合モデルの
解は十分近い” ということを表している. さらに, 定理 2により, a1, a2 ∈ (0, 1)および
a1 > 1 > a2 > 0の場合に, ε ↘ 0とするとき走化性方程式の解uε, vεがLotka–Volterra

競合モデルの解u, vに時間大域的に一様収束することがわかった.
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