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本講演は慶應義塾大学の生駒典久氏,京都産業大学の渡辺達也氏との共同研究に基づく. 次の Schrödinger

型の非線形楕円型方程式を考える：

−∆u+ V (x)u = λf(u) in RN , u ∈ H1(RN ). (1)

ここで, N ≥ 1とし, λ > 0が十分に大きい場合に正値解 uλ の存在を議論する. さらに, λ → ∞としたと
きの uλ の漸近挙動について考察する. 非線形項 f について原点付近でのみ優線形の条件を課し, 無限遠方
での増大度条件を課さずに (1)の正値解の存在と漸近挙動を議論することが目的である. f および V に対
する仮定は以下である.

(f1) f ∈ C(R), f(s) ≡ 0 (s ≤ 0).

(f2) lim
s→0+

f(s)

s
= 0.

(f3) ∃p ∈ (2, 2∗) s.t. lim inf
s→0+

F (s)

sp
> 0. ここで, F (t) =

∫ t

0

f(τ) dτ, 2∗ :=


2N

N − 2
(N ≥ 3),

∞ (N = 1, 2).

(f4) ∃s1 > 0 s.t. f(s)s− 2F (s) > 0 (s ∈ (0, s1]).

(V 1) V ∈ C(RN ), ∃V0 > 0 s.t. inf
x∈RN

V (x) = V0.

(V 2) ∃V∞ > 0 s.t. lim
|x|→∞

V (x) = V∞.

(V 3) V (x) ≤ V∞ (x ∈ RN ).

以上の仮定の下で (1)の正値解の存在について次を得た.

定理 1 (正値解の存在). (f1)–(f4), (V 1)–(V 3) を仮定する. このとき, ある λ0 > 0 が存在し, 任意の
λ ≥ λ0 に対して (1)は少なくともひとつ正値解 uλ を持つ.

次に定理 1で得られた正値解 uλ の λ → ∞としたときの漸近的プロファイルを調べるために, 非線形項
f に対して次を仮定する：

(f5) ∃p ∈ (2, 2∗) s.t. lim
s→0+

f(s)

sp−1
= 1.

f が (f5)を満たせば, f は (f2)–(f4)を満たすことに注意されたい.

定理 2 (正値解の漸近挙動). (f1), (f5), (V 1)–(V 3)を仮定する. (uλ)λ≥λ0
を定理 1で得られた (1)の正

値解の族とする. このとき, 次が成立する：

case a: V (x) ̸≡ V∞ の場合. λn → ∞ (n → ∞)を満たす任意の (λn)
∞
n=1 に対して, 部分列をとると（部

分列も (λn)と表す）,

vλn
(x) := λ

1
p−2
n uλn

(x) → v∞(x) strongly in H1(RN )

が成立する. ここで, v∞ ∈ H1(RN )は

−∆v + V (x)v = vp−1 in RN

の正値解である.
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case b: V (x) ≡ V∞ の場合. (xλ)λ≥1 ⊂ RN が存在して,

∥vλ(·+ xλ)− ω0∥H1 → 0 (λ → ∞)

が成立する. ここで, vλ(x) := λ
1

p−2uλ(x)であり, ω0 ∈ H1(RN )は

−∆v + V∞v = vp−1 in RN

の一意正値球対称正値解である.

以下, 定理 1および 2の証明のアイデアを述べる. 通常, 方程式 (1)に対して変分的アプローチをとる際
は非線形項の増大度として Sobolev劣臨界増大度を仮定するが, 本講演では非線形項の無限遠方での増大度
に関して何も仮定していないので, まず f を適切な増大度を持つ性質の良い関数 g に修正する. 修正のポイ
ントは十分小さい s > 0に対して g(s) ≡ f(s)とすることと, g(s)は Sobolev 劣臨界増大度とすることで
ある. このように修正した関数 g を用いて, 修正方程式

−∆u+ V (x)u = λg(u) in RN , u ∈ H1(RN )

を考える. この修正方程式の正値解 uλ で ∥uλ∥L∞(RN ) → 0 (λ → ∞)を満たすものを見つけると定理 1の
証明が完了する. 定理 2については concentration compactness原理を用いて証明する. 詳細は講演中に述
べる.
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