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本講演では, 非線形シュレディンガー方程式系

(NLSS)


(i∂t + α∆)u1 = −(∇ · u3)u2, t > 0, x ∈ Rd,

(i∂t + β∆)u2 = −(∇ · u3)u1, t > 0, x ∈ Rd,

(i∂t + γ∆)u3 = ∇(u1 · u2), t > 0, x ∈ Rd

の初期値問題について考える. ここで α, β, γは 0でない実定数であり, 未知関数 U =

(u1, u2, u3)はCd × Cd × Cdに値を取るベクトル値関数である. 初期値はソボレフ空間

H1 := (H1(Rd))d × (H1(Rd))d × (H1(Rd))d

に与える. (NLSS)はColin-Colin [1]によって, レーザーとプラズマの相互作用を記述す
るモデルとして導出されたものであり, 次の保存量を持つ.
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(k = 1, · · · , d).

(NLSS)の構造はパラメーターα, β, γ の値によって異なることが先行研究によって調
べられている. 特に, 1 ≤ d ≤ 3かつ (β + γ)(α− γ) ̸= 0 であれば, H1において時間局所
的適切であることが [3], [4]において示されている. 一方で, 時間大域的適切性および解の
長時間挙動については十分小さな初期値に対するものしか得られていない. また, 孤立波
解の存在およびその安定性について, [1]において未解決問題として指摘されている.

本講演の目的は, 安定性の観点から (NLSS)の解の長時間挙動を明らかにすることであ
る. そこで, ω ∈ R, c ∈ Rdに対し,

(u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)) = (e2iωtφ1(x− ct), eiωtφ2(x− ct), eiωtφ3(x− ct))

と置いて (NLSS)に代入すると, 次の定常問題が得られる.

(SP)


−α∆φ1 + 2ωφ1 + 2i(c · ∇)φ1 = (∇ · φ3)φ2,

−β∆φ2 + ωφ2 + 2i(c · ∇)φ2 = (∇ · φ3)φ1,

−γ∆φ3 + ωφ3 + 2i(c · ∇)φ3 = −∇(φ1 · φ2).

この連立系は, Φ = (φ1, φ2, φ3) ∈ H1に対して定義される作用汎関数

Sω,c(Φ) := E(Φ) + ωM(Φ) + c ·P(Φ)
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を用いると,

∂u1Sω,c(Φ) = ∂u2Sω,c(Φ) = ∂u3Sω,c(Φ) = 0

と表すことが出来る. そこで, 汎関数Kω,cを

Kω,c(Φ) = ∂λSω,c(λΦ)|λ=1

により定めると, 定常問題 (SP)の解Φ はKω,c(Φ) = 0を満たす. 定常問題 (SP)の非自明
解で作用Sω,c を最小にするものを基底状態と呼ぶことにし, 次の最小化問題を考える.

µω,c := inf{Sω,c(Φ)|Φ ∈ H1\{(0, 0, 0)}, Kω,c(Φ) = 0},
Mω,c := {Φ ∈ H1\{(0, 0, 0)}|Sω,c(Φ) = µω,c, Kω,c(Φ) = 0}.

ここで, 本講演の主結果を述べる. そこで重要な役割を果たすのが次の量である.
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定理 1 (基底状態の存在). 1 ≤ d ≤ 3とし, α, β, γ > 0, ω > σ|c|2とする. このとき,

Mω,c ̸= ∅ であり, Mω,cの要素は基底状態となる.

定理 2 (時間大域的適切性). 1 ≤ d ≤ 3とし, α, β, γ > 0, α ̸= γ, ω > σ|c|2とする. こ
のとき, U0 ∈ H1がSω,c(U0) < µω,c かつKω,c(U0) > 0 を満たせば, (NLSS)の時間局所
解は時間大域的に延長可能である.

定理 3 (基底状態の安定性). d = 1, α, β, γ > 0, α ̸= γ, ω > σ|c|2とし,

M∗
ω,c := {Φ ∈ Mω,c|E(Φ) < µω,c}

と置く. もしM∗
ω,c ̸= ∅であれば, M∗

ω,cは軌道安定である. すなわち, 任意のϵ > 0に対し,

あるδ > 0が存在し, U0 ∈ H1が infΦ∈M∗
ω,c

∥U0−Φ∥H1 < δ を満たせば, U0を初期値とす
る (NLSS) の時間局所解Uは時間大域的に延長可能であり, infΦ∈M∗

ω,c
∥U(t)−Φ∥H1 < ϵ

が任意の t > 0に対して成立する.

注意 4. (i) α, β, γ < 0の場合も同様の結論が得られる.

(ii) c = 0のとき, M∗
ω,0 = Mω,0となる. (したがってM∗

ω,0 ̸= ∅である.)

主定理の証明には, [2]において単独の微分型非線形シュレディンガー方程式に適用さ
れた変分的手法を用いる. ただし (NLSS)では, 定常問題の解を具体的に書き下せないと
いう難しさが生じる. 安定性がMω,c全体ではなくその部分集合M∗

ω,c に限定されている
のはそのためである. なお, 本研究は池田正弘氏 (理化学研究所)との共同研究に基づく.
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