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Ωを滑らかな境界 ∂Ωをもつ RN (N ≥ 2)の外部領域または Ω = RN (N ≥ 1) とし，次の消散型波動方程
式の初期境界値問題を考える（Ω = RN のときは境界条件は考えない）． ∂2

t u−∆u+ a(x)∂tu = 0, x ∈ Ω, t > 0,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω.

(1)

ここで，u = u(x, t) は実数値の未知関数，u0, u1 は与えられた初期値である．摩擦項の係数 a(x)は RN 上の
滑らかかつすべての導関数が有界な正値関数で，ある定数 α ∈ [0, 1)および a0 > 0 が存在して

lim
|x|→∞

|x|αa(x) = a0 (2)

をみたすとする．
初期境界値問題 (1)に対して，仮定 (2)および初期値に対する適当な条件のもとで，解 uが t → ∞のとき

対応する拡散方程式  a(x)∂tV0 −∆V0 = 0, x ∈ Ω, t > 0,
V0(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
V0(x, 0) = u0(x) + a(x)−1u1(x), x ∈ Ω

(3)

の解 V0 に漸近することが知られている（[3, 4]）．本講演では，さらに解の高次漸近展開を求めることを目的
とする．
本講演の主結果を述べる．x ∈ RN に対し，⟨x⟩ =

√
1 + |x|2 と表す．また，非負整数 k および実数m に

対し，重み付き Sobolev空間 Hk,m(Ω) を

Hk,m(Ω) = {f : Ω → R; ⟨x⟩m∂α
x f ∈ L2(Ω) for anyα ∈ ZN

≥0 with |α| ≤ k},

∥f∥Hk,m(Ω) =
∑
|α|≤k

∥⟨x⟩m∂α
x f∥L2(Ω)

で定義する．また，C∞
0 (Ω)の Hk,m(Ω)における閉包を Hk,m

0 (Ω)で表す．

定理 1 ([6]). n を非負整数とする．a(x) は (2) をみたすとする．このとき，n + 1 < N−α
2α かつ λ ∈

( 2α
2−α (n+ 1), N−α

2−α ) ならば，ある正整数 s = s(n) および定数 m = m(n, α, λ) > 0 が存在し，以下が成立す
る：初期値 u0, u1 が

u0 ∈ Hs+1,m(Ω) ∩Hs,m
0 (Ω), u1 ∈ Hs,m

0 (Ω)
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をみたすならば，ある関数 Ṽ1 . . . , Ṽn ∈ C([0,∞);L2(Ω)) および正定数 C が存在し，初期境界値問題 (1)の
解 uは任意の t > 0に対して∥∥∥∥∥∥u(t)− V0(t)−

n∑
j=1

Ṽj(t)

∥∥∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C(1 + t)−
λ
2 − (2n+1)(1−α)

2−α + α
2(2−α)

をみたす．ここで，V0 は (3)の解であり，Ṽj (j = 1, . . . , n) は逐次的に a(x)∂tVj −∆Vj = −∂tVj−1, x ∈ Ω, t > 0,
Vj(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
Vj(x, 0) = −(−a(x))−j−1u1(x), x ∈ Ω

の解を用いて Ṽj = ∂j
t Vj で与えられる．

注意 2. (i) 定理の中にある仮定 n+ 1 < N−α
2α は，α = 0の場合は必要ない．この条件は，αが大きい（摩擦

が弱い）とそれに応じて漸近展開の次数 nを小さくとる必要があることを意味する．しかし，この条件が本当
に必要なのかどうかは分かっていない．
(ii) 漸近展開に現れる関数 V0 および Ṽj (j = 1, . . . , n) はそれぞれ

∥V0(t)∥L2(Ω) ≤ C(1 + t)−
λ
2 + α

2(2−α) ,

∥Ṽj(t)∥L2(Ω) ≤ C(1 + t)−
λ
2 − 2j(1−α)

2−α + α
2(2−α)

をみたす．
(iii) Ω = RN かつ a(x) ≡ 1 の場合には，Takeda [7]，Michihisa [1] により解の高次漸近展開が得られてい

る．また，Sobajima [2]により，Hilbert空間上の定数係数の抽象的消散型波動方程式に対して解の高次漸近
展開が与えられている．

証明の鍵となるのは，一般の非斉次項付きの消散型波動方程式 ∂2
tw −∆w + a(x)∂tw = F, x ∈ Ω, t > 0,

w(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
w(x, 0) = w0(x), ∂tw(x, 0) = w1(x), x ∈ Ω

(4)

の解 w を分解する次の補題である．

補題 3. w を消散型波動方程式 (4)の解とする．V, U をそれぞれ a(x)∂tV −∆V = F, x ∈ Ω, t > 0,
V (x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
V (x, 0) = w0(x) + a(x)−1w1(x), x ∈ Ω

および  ∂2
tU −∆U + a(x)∂tU = −∂tV, x ∈ Ω, t > 0,

U(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
U(x, 0) = 0, ∂tU(x, 0) = −a(x)−1w1(x), x ∈ Ω

の解とする．このとき，w = V + ∂tU が成立する．

注意 4. a(x) ≡ 1の場合の補題は Sobajima [2]による．
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上の分解において，∂tU は時間微分の効果により w, V よりも t → ∞のときの減衰が速くなっている．こ
の意味で V が w の漸近形であり，∂tU が剰余項と考えることができる．この補題を繰り返し適用することに
より，定理の漸近展開の各項 Ṽj (j = 1, . . . , n) が順に決定され，(1)の解 uが

u = V0 + Ṽ1 + · · ·+ Ṽn + ∂n+1
t Un+1

の形に分解されることがわかる．ただし，ここで剰余項 Un+1 は，非斉次項付きの消散型波動方程式 ∂2
tUn+1 −∆Un+1 + a(x)∂tUn+1 = −∂tVn, x ∈ Ω, t > 0,

Un+1(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,
Un+1(x, 0) = 0, ∂tUn+1(x, 0) = (−a(x))−n−1u1(x), x ∈ Ω

の解で与えられる．したがって後は

∥∂n+1
t Un+1(t)∥L2(Ω) ≤ C(1 + t)−

λ
2 − (2n+1)(1−α)

2−α + α
2(2−α)

を示せば定理の結論が得られるが，これには [5] による多項式オーダーをもつ重み関数を用いたエネルギー法
を利用する．
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