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本講演では境界が滑らかな有界領域上の表面準地衡方程式の初期値問題を取り扱うた
めの手法について最近得られた結果を報告する. 基本となるのは領域がユークリッド空間
R2 の場合で, Wang-Zhang (2011) [2] による結果が知られている. そこでは Fourier 変換
と周波数の 2進数分解を基本にした手法により小さい初期値に対する時間大域解の存在が
証明されている. 本講演では, 有界領域上でスペクトルの 2進分解を考えることでこうし
た結果を証明可能であることを報告する ([1]). 技術的には, スペクトルを 2進数で制限し
た場合の一種の最大値原理, 交換子評価がポイントとなるためそれらに焦点を絞って講演
する.

ΩをR2 の境界が滑らかな有界領域とし, Aを以下で定義されるDirichlet境界条件を課
した Laplacianとする.D(A) = {f ∈ H1

0 (Ω) |∆f ∈ L2(Ω)},

Af = −∆f = −
( ∂2

∂x21
+

∂2

∂x22

)
f, f ∈ D(A).

このとき作用素 Aは L2(Ω)上の自己共役作用素であるためスペクトル分解定理を適用で
きる. 従って, ある単位の分解が存在してAを掛け算作用素として理解することができる.
さらに, 分数べきラプラシアンAα/2 (α > 0)やより一般に関数 φ : R → Cに対して φ(A)
を導入することができる. 本講演では分数べきラプラシアンを表す記号として

Λ = A1/2

を用い, {ϕj}j∈Z ⊂ C∞
0 (R)を次を満たすような半直線 (0,∞)における単位の分解とする.

suppϕ0 ⊂
[1
2
, 2
]
, 0 ≤ ϕ0 ≤ 1,

∑
j∈Z

ϕ0(2
−jλ) = 1 for λ > 0,

ϕj(λ) = ϕ0(2
−jλ), λ > 0.

以下の単位の分解は基本的である.

f =
∑
j∈Z

ϕj(Λ)f, f ∈ L2(Ω).

さらに, 以下の事実を基にして Lp(Ω) (1 ≤ p ≤ ∞) 上でも ϕj(Λ)を考えることができる.

sup
j∈Z

∥ϕj(Λ)∥Lp→Lp <∞.

主結果の 1つ目として以下の定理を述べる.

定理 1. ([1]) u = u(t, x), f = f(t, x) は [0,∞)× Ω において有界かつ滑らかであると
し, ∂tu+ Λu = f が成り立つとする. このとき, u, f に依存しない定数 c > 0が存在し
て, 全ての j ∈ Z, ほとんど全ての t > 0に対して次が成り立つ.

∂t∥ϕj(Λ)u(t)∥L∞(Ω) + c2j∥ϕj(Λ)u(t)∥L∞(Ω) ≤ ∥ϕj(Λ)f∥L∞(Ω).



定理 1の応用例として次の方程式の初期値問題を考える.
∂tθ + (u · ∇)θ + Λθ = 0, t > 0, x ∈ Ω,

u = ∇⊥Λ−1θ, t > 0, x ∈ Ω,

θ(0, x) = θ0(x) x ∈ Ω.

ただし, θ = θ(t, x) は未知関数とし, ∇⊥ = (−∂x2 , ∂x1)である. この初期値問題に対して,
論文 [1] で得られた結果は Besov 空間 Ḃ0

∞,1における小さい初期値に対する時間大域解の
一意的存在定理である. ここでBesov空間について, ノルムの定義を述べておく.

定義 (Besov 空間). s ∈ R, 1 ≤ p, q ≤ ∞ とする. Ḃs
p,q(A) のノルムを以下で定義する.

∥f∥Ḃs
p,q(A) :=

∥∥∥{2sj∥ϕj ∗ f∥Lp

}
j∈Z

∥∥∥
ℓ(Z)

<∞.

この初期値問題について, ユークリッド空間 R2 における方法 ([2]) を領域上の場合に
発展させられるという点が今回の新しい点である. 証明では, スペクトル分解によりスペ
クトルを 2進数に分解し, 解の近似列を導入して空間L∞(0,∞; Ḃ0

∞,1) ∩ L1(0,∞; Ḃ1
∞,1)に

おける一様有界性を示すという手順である. そこではスペクトルを 2進数に制限する作用
素 ϕj(Λ) と u · ∇の交換子に対する取り扱いが必要である. 発表者が確認した限りでは,
Littlewood-Paley の 2進分解 ϕj をもちいて交換子評価を証明することは困難であったた
め, 1の分解の方法をレゾルベントを用いて導入することを考えた. すなわち,

ψj(λ) = (1 + 2−2j−2λ2)−1 − (1 + 2−2jλ2)−1, λ > 0, j ∈ Z,
を考える. ここで {ψj}j∈Zは ∑

j∈Z

ψj(λ) = 1, λ > 0,

を満たし, |s| < 2のとき単位の分解 {ϕj}j∈Z, {ψj}j∈Zで定義されるBesov空間の 2つのノ
ルムに対して同値性を証明することができる.
以下の交換子評価を定理 2として述べる.

定理 2. ([1]) ある定数C > 0が存在して, 任意の f ∈ Ḃ1
∞,1(A), g ∈ Ḃ0

∞,1(A)に対して
次が成り立つ.∑

j∈Z

∥∥∥(∇⊥Λ−1f · ∇)ψj(Λ)g − ψj(Λ)
(
(∇⊥Λ−1f · ∇)g

)∥∥∥
L∞

≤ C∥f∥Ḃ1
∞,1

∥g∥Ḃ0
∞,1
.

References

[1] T. Iwabuchi, An application of spectral localization to the critical SQG on a ball, J. Evol. Equ. 22

(2022), no. 4, Paper No. 80, 25.

[2] H. Wang and Z. Zhang, A frequency localized maximum principle applied to the 2D quasi-geostrophic

equation, Comm. Math. Phys. 301 (2011), no. 1, 105–129.


