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本講演では主に, 以下の高階放物型方程式に対する初期値問題の解の符号を考察する：{
∂tu+ (−∆)mu = 0 in RN × (0,∞),

u(·, 0) = u0(·) in RN .
(P1)

ただし, N ≥ 1, m は 2 以上の自然数とする.

二階放物型方程式の場合と異なり, 高階放物型方程式では「初期値が非負値関数である
ならば, 対応する解もまた非負値関数となる」という正値性保存則が一般に成立しないこ
とが知られている. 実際, 例えば Gazzola–Grunau [4], Ferreira–Ferreira [2] において, 作
用素 ∂t + (−∆)m に対する基本解 Gm の性質を用いて以下が示されている：非負値関数
u0 ∈ C∞

c (RN) \ {0} に対して, 問題 (P1) の解となる合成積

[Sm(t)u0](x) :=

∫
RN

Gm(x− y, t)u0(y) dy

について, 以下をみたす時刻 T > 0 が存在する：

inf
x∈RN

[Sm(t)u0](x) < 0 for all t ≥ T. (1)

すなわち, 空間遠方で零となる初期値に対する解は必ず符号変化することが上記の論文に
て示されている. 一方, u0 ≡ 1 とした際には [Sm(t)u0](x) ≡ 1 となるため, 特に時空間大
域的に正値な解となる. これらの事実から, 初期値が空間遠方で減衰が遅い場合には解に
対する大域的な正値性が期待できる. 実際, Ferrero–Gazzola–Grunau [3] において N = 1,

m = 2 かつ 0 < β ≪ 1 の場合には [Sm(t)| · |−β](x) は時空間大域的に正値な関数となる
ことが示されている. また同論文では, 空間遠方において多項式減衰するような初期値に
対する空間局所的かつ時間終局的な解の正値性が証明されている. しかし, 同様の初期値
に対して空間大域的かつ時間終局的な解の正値性については講演者の知る限り知られて
いない.

以上の先行研究に基づき, 講演者は初期値の減衰速度に対して適当な条件を加えること
により, 問題 (P1) の解の符号を決定することができるのではないかと考え, 解析を行なっ
た. 以下は, Miyake [6] において得られた結果である.
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定理 1. N ≥ 1, m ∈ N は 2 以上の自然数, β ∈ (0, N) とする. また, u0 ∈ Cb(RN) を以
下をみたす関数とする：

lim
|x|→∞

|x|βu0(x) = c∗ > 0 for some c∗ > 0. (2)

このとき, 以下をみたす定数 β∗ ∈ (0, N) が存在する：

(a) β ∈ (0, β∗) のとき, ある時刻 T > 0 が存在し以下が成り立つ：

[Sm(t)u0](x) > 0 for all (x, t) ∈ RN × [T,∞). (3)

(b) β ∈ (β∗, N) のとき, (1) をみたす T > 0 が存在する.

定理 1 は, 問題 (P1) の解が正値関数となるか否か分かれるような閾値 β∗ ∈ (0, N) が
存在することを意味している. この閾値 β∗ は, 以下の定理により特徴づけられる定数で
ある.

定理 2. N ≥ 1, m ∈ N は 2 以上の自然数とする. このとき, 以下をみたす β∗ ∈ (0, N)

が存在する：

(a) β ∈ (0, β∗) のとき, [Sm(t)| · |−β](x) は時空間大域的に正値な関数となる.

(b) β = β∗ のとき, [Sm(t)| · |−β](x) は非負値関数であり, 任意の時刻で零点をもつ.

(c) β ∈ (β∗, N) のとき, [Sm(t)| · |−β](x) は任意の時刻で負となる点をもつ.

定理 2 は, Grunau–Miyake–Okabe [5] の拡張として Miyake [6] において得られた結果
である. また, これらの結果を応用することで以下の半線形高階放物型方程式に対して定
理 1-(a) と同様の性質を持つ時間大域解が構成できる：{

∂tv + (−∆)mv = |v|p−1v in RN × (0,∞),

v(·, 0) = εv0(·) in RN .
(P2)

ただし, p > 1 とする. ここで, v : RN × (0,∞) → R が問題 (P2) の時間大域解であると
は, v ∈ Cb((0,∞);Cb(RN)) かつ

v(x, t) = ε[Sm(t)v0](x) +

∫ t

0

[Sm(t− s)|v(·, s)|p−1v(·, s)](x) ds for (x, t) ∈ RN × (0,∞)

が成り立つことと定める.

定理 3. N ≥ 1, m ∈ N は 2 以上の自然数, p > 1 + 2m/β∗ とする. また, β ∈ [2m/(p −
1), β∗) とし, v0 ∈ Cb(RN) を (2) をみたす関数とする. このとき, 0 < ε ≪ 1 に対し (3)

をみたす T > 0 が存在する時間大域解 v が存在する.

注意 1. 空間大域的かつ時間終局的に正値となる問題 (P2) の時間大域解は, 1 < p ≤
1 + 2m/N の場合は存在しないことが Egorov–Galaktionov–Kondratiev–Pohožaev [1] で
示されている.
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