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1. 導入
本講演では, Beris-Edwards (1994) によって定式化されたネマティック液晶の流れを表
すモデルを全空間RN (N ≥ 3)で考察する. このモデルは,以下に述べるように, Navier-

Stokes方程式と, 液晶分子の配向を表す対称かつトレースレス テンソルQ = Q(x, t)に
対する放物型方程式の連立系で表される.

∂tu+ (u · ∇)u+∇p = ∆u+Div (τ(Q) + σ(Q)), divu = 0,

∂tQ+ (u · ∇)Q− S(∇u,Q) = H,

(u,Q)|t=0 = (u0,Q0).

(BE)

ここで, u = (u1(x, t), . . . , uN(x, t))
T は流速, p = p(x, t)は圧力を表す. また, 行列値

関数A = (Aij)に対して, DivA =
(∑N

j=1 ∂jA1j, . . . ,
∑N

j=1 ∂jANj

)T

, ∂j = ∂/∂xjとし,

τ(Q), σ(Q), S(∇u,Q)は次で与えられる.
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σ(Q) = QH−HQ,
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Q : ∇u.

ただし, D(u) = (∇u + (∇u)T )/2, W(u) = (∇u− (∇u)T )/2, IはN ×N の単位行列,

∇Q⊙∇Qの (i, j)成分は∑N
α,β=1 ∂iQαβ∂jQαβとする. パラメータη ∈ Rは, せん断流が

液晶分子の配向方向を回転させる効果と静止させる効果の比率を表す. Hは自由エネ
ルギーの汎関数微分で定義され, Qの対称性と trQ = 0より次で与えられる.

H = L∆Q− aQ+ b(Q2 − tr(Q2)I/N)− ctr(Q2)Q.

ここで, L, a, b, cは定数で, L = 1, a, c > 0とする.

(BE)の可解性について, 以下の結果が知られている. 弱解の存在については, Paicu-

Zarnescu (2011, 2012), Huang-Ding (2015), Ann (2017)などがある. 一方, 強解につい
ては, Abels-Dolzmann-Liu [1] が有界領域においてL2枠で時間局所解の一意存在性を
示した. Liu-Wang [2]は, [1]で得られた解の空間に対する正則性より高い正則性をも
つ時間局所解を得た. Xiao [6]は有界領域で時間Lp, 空間Lqの最大正則性が成り立つ
クラスで時間大域解の一意存在性を示しているが, η = 0を仮定した簡易的なモデルを
扱っている. 最近では Schonbek-Shibata [3]が全空間においてLp-Lq枠で時間大域解の
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一意存在性と解の減衰評価を得ているが, τ(Q)の線形項から∆Q− aQを除いたモデル
を扱っており, (BE)を考察していない. そこで本研究では, ηに条件を課さず, 十分小
さな初期値に対し (BE)の時間大域解の一意存在性をLp-Lq枠で考察する.

2. 主結果
主定理を述べるために次のノルムと関数空間を導入する.

S0 = {Q : N ×N行列 | Q = QT , trQ = 0},
X(RN ; S0) = {Q : RN → S0 | ∥Q∥X =

∑N
i,j=1 ∥Qij∥X < ∞} (X : Banach空間),

Jq(RN) = {u ∈ Lq(RN) | divu = 0 in RN},
Dq,p(RN) = {(u,Q) | u ∈ (B2(1−1/p)

q,p (RN) ∩ Jq(RN)), Q ∈ B1+2(1−1/p)
q,p (RN ; S0)},

Xp,q,t = {(u,Q) | u ∈ Lp((0, t),W
2
q (RN)) ∩W 1

p ((0, t), Lq(RN)),

Q ∈ Lp((0, t),W
3
q (RN ; S0)) ∩W 1

p ((0, t),W
1
q (RN ; S0))},

∥(f ,G)∥Wm,ℓ
q (RN ) = ∥f∥Wm

q (RN ) + ∥G∥W ℓ
q (RN ),

N (u,Q)(T ) =
∑

q=q1,q2

(
∥ < t >b (u,Q)∥L∞((0,T ),W 0,1

q (RN )) + ∥ < t >b ∂t(u,Q)∥Lp((0,T ),W 0,1
q (RN ))

)
+ ∥ < t >b ∇(u,Q)∥Lp((0,T ),W 1,2

q1
(RN )) + ∥ < t >b (u,Q)∥Lp((0,T ),W 2,3

q2
(RN )).

ただし< t >= (1 + t2)1/2とし, bはあとで定める正定数とする. 以下が主定理である.

定理 1. 0 < σ < 1/2, p = 2またはp = 2 + σとし, q1, q2は次を満たすとする.

q1 = 2 + σ,

q2 ≥
N(2 + σ)

N − (2 + σ)
if N = 3, 4,

q2 > N if N ≥ 5.

また p = 2のときは b = (N − σ)/(2(2 + σ)), p = 2 + σのときは b = N/(2(2 + σ))とす
る. このときある定数 ϵ > 0が存在して,

2∑
i=1

∥(u0,Q0)∥Dqi,p(RN ) + ∥(u0,Q0)∥W 0,1
q1/2

(RN ) < ϵ2

を満たす初期値 (u0,Q0) ∈
∩2

i=1 Dqi,p(RN) ∩ W 0,1
q1/2

(RN) に対して, (BE) は一意解
(u,Q) ∈ Xp,q1,∞ ∩Xp,q2,∞をもつ. さらに次の評価を満たす.

N (u,Q)(∞) ≤ ϵ.

3. R有界性
本研究では, Shibata [4] により導入された, 非有界領域における準線形放物型方程式,

または準線形の双曲・放物型連立方程式に対する時間大域的適切性の導出法を用いる.

この手法を用いるために鍵となるのは (1) 線形化問題から定まる線形作用素がC0解析
半群を生成すること, (2) 線形化問題の解に対する Lp-Lq最大正則性評価, (3) 半群の
Lp-Lq減衰評価の 3つである. 特に (1), (2) を得るためにレゾルベント問題に対する解
作用素のR有界性を用いる. まずは作用素族のR有界性の定義を導入する.



定義 2. XとY をBanach空間とする. 作用素族T ⊂ L(X,Y )がR有界であるとは, 正
定数C > 0とp ∈ [1,∞)があって, 任意のn ∈ N, {Tj}nj=1 ⊂ T , {fj}nj=1 ⊂ Xに対して{∫ 1

0

∥
n∑

j=1

rj(u)Tjfj∥pY du
} 1

p ≤ C
{∫ 1

0

∥
n∑

j=1

rj(u)fj∥pX du
} 1

p

が成り立つときをいう. ここで rj : (0, 1) → {−1, 1}は Rademacher 関数 rj(u) =

sign sin(2jπu) とする. また, 定数 C の下限をT のR-boundといい RL(X,Y )(T )で表す.

注意 3. n = 1ととれば ∥T1f1∥Y ≤ C∥f1∥Xが成り立つ. すなわちR有界性はTの有界
性を含む. これよりC0解析半群の生成に必要なレゾルベント評価を得ることができる.

Lp-Lq最大正則性評価は, 次のWeis [5] による作用素値の Fourier multiplier theorem

から得られる.

定理 4. XとY をUMDBanach空間とし, 1 < p < ∞とする. またm(τ) ∈ C1(R\{0},L(X,Y ))

はある正定数κがあって次の評価を満たすとする.

RL(X,Y )({m(τ) | τ ∈ R\{0}}) ≤ κ,

RL(X,Y )({τm′(τ) | τ ∈ R\{0}}) ≤ κ.

このとき作用素Tmf = F−1[m(τ)[Ff ](τ)] は次の評価を満たす.

∥Tmf∥Lp(R,Y ) ≤ Cpκ∥f∥Lp(R,X).

ここでCpはpのみに依存する定数である.

以上から, [4]による手法を用いるための最初のステップはR有界性を示すことであ
る. そこで本講演では, 主に次の (BE)に対応するレゾルベント問題を考察し, 以下の定
理の証明の概略を説明する.{

λu−∆u+∇p+ αDiv (∆Q− aQ) = f , divu = 0,

λQ− αD(u)−∆Q+ aQ = G. (α = 2η/N)
(R)

定理 5. 1 < q < ∞, λ0 > 0とし, ϵ0 ∈ (0, π/2)を次で定義する.

ϵ0 =

{
0 if α = 0,

arg(1 + i|α|) if α ̸= 0.

このとき任意の ϵ ∈ (ϵ0, π/2)に対して作用素族

A(λ) ∈ Hol(Σϵ,λ0 ,L(W 0,1
q (RN),W 2

q (RN)))

B(λ) ∈ Hol(Σϵ,λ0 ,L(W 0,1
q (RN),W 3

q (RN ; S0)))

で次を満たすものが存在する. ただし Σϵ,λ0 = {λ ∈ C | | arg λ| < π − ϵ, |λ| ≥ λ0}.

1. 任意のλ ∈ Σϵ,λ0 , f ∈ Lq(RN), G ∈ W 1
q (RN ; S0)に対して

u = A(λ)(f ,G), Q = B(λ)(f ,G)

は (R)の一意解である.



2. ある定数Cがあって, n = 0, 1 に対し

RL(W 0,1
q (RN ),Lq(RN ))({(τ∂τ )

nSλA(λ) | λ ∈ Σϵ,λ0}) ≤ C,

RL(W 0,1
q (RN ),Lq(RN ;S0)×W 1

q (RN ;S0))({(τ∂τ )
nTλB(λ) | λ ∈ Σϵ,λ0}) ≤ C.

ただしλ = γ + iτ , Sλu = (∇2u, λ1/2∇u, λu), TλQ = (∇3Q, λ1/2∇2Q, λQ), Cは
λに依存しない定数である.
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