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d ≥ 3としてRd上のLaplacianに対するレゾルベント評価
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を満たすとする．不等式 (1)はHardy-Littlewood-Sobolevの不等式（(−∆)−1のLp空間
での有界性）のスペクトルパラメータ zに関する一般化と考えられる．また，不等式
(1)は散乱理論への応用 [9]，複素ポテンシャルを持つSchrödinger作用素のKeller型固
有値評価への応用 [5]，Ginzburg-Landau方程式の外向波解の存在定理への応用 [6]など
幅広い応用を持つ．また，Stoneの定理とT ∗T -argumentを使うと，(1)からFourier制
限定理（Stein-Tomasの定理）

∥f̂∥L2(Sd−1) ≤ C∥f∥Lp(Rd) (2)

が従う．逆に，[6]ではLaplacianの球対称性を用いて (2)から (1)を導出しており，[2]

ではより一般的な枠組みでこれらの関係が明らかになった．更に，p = 2d
d+2

=: 2∗, q =
2d
d−2

:= 2∗の場合を考え，Hölderの不等式を用いるとW ∈ Ld(Rd)（例えば ε > 0に対
してW = (1 + |x|)−1−ε）に対して重みつきのL2レゾルベント評価

∥W (−∆− z)−1W∥B(L2(Rd)) ≤ C∥W∥2Ld(Rd)∥(−∆− z)−1∥B(L2∗ (Rd),L2∗ (Rd)) ≤ C∥W∥2Ld(Rd)

を得る．この評価が重要なのはパラメータ z（特に z = 0と |z| = ∞の周り）について
一様であるという点にある．これを用いると，例えばSchrödinger作用素の時間発展作
用素 e−itHの時間減衰や散乱行列の z = 0の周りでの挙動の解析に応用できる．
本研究では，正方格子Zd上の離散Laplacian

H0u(x) = −
∑

y∈Zd,|x−y|=1

(u(y)− u(x))

に対して (1)と同様の一様Sobolev評価が得られるか，という問題を考える．特に，ス
ペクトルパラメータについて一様な不等式

sup
z∈C\R

∥(H0 − z)−1f∥B(lp(Zd),lp
′
(Zd)) < ∞ (3)

がどのような値のpに対して成り立つかを考える．離散LaplacianはRd上のLaplacian

の自然な離散化と考えられる他，結晶中の電子を強束縛近似した際のモデル方程式に
も現れる点から物理学的にも重要な作用素であると言える．
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過去の研究 [10]により，(3)は 1 ≤ p ≤ 2d
d+3
かつ d ≥ 4のとき成り立つこと，及び

p = d
2
かつ d ≥ 5のときには (3)が成り立たないことが知られている．後者の結果は一

様Sobolev評価が成り立つpの値が，Rd上の場合と比べて小さくなることを示唆してい
る．また [10]の研究では次元に関する仮定d ≥ 4を課しており，物理的に重要と考えら
れる3次元の場合については未知であった．そこでは (3)を示すために離散Schrödinger

方程式のStrichartz評価を最良な形で用いているため，[10]で使われた手法を3次元の
場合に対して適用するのは難しい．
そこで本研究では [1]の手法に基づき，d = 3の場合に調和解析の問題を通して (3)の
証明を試みた．つまり，(3)の証明を，h0 ∈ C∞(T3)をH0の（Fourier掛け算作用素と
しての）シンボルとして振動積分

Iλ(x) :=

∫
h0(ξ)=λ

e2πix·ξ
dµ(ξ)

|∇h0(ξ)|
λ ∈ (0, 12) (4)

が |x| → ∞でどの程度減衰するか，という問題に帰着させる．これは定常位相法（van

der Corputの補題）をどのように一般化するかという古典的な調和解析の問題であり，
関連して多くの研究がなされてきた（[7]とそこに記載されている参考文献を参照）．
(4)の形のままでは少し分かりにくいので，(4)を計算しやすい形に変形してみよう．
スペクトルパラメータλを

ξ ∈ {h0(ξ) = λ} =: Mλ ⇒ ∂ξh0(ξ) ̸= 0

が成り立つものとする（つまり，h0 − λが実主要型であるとする）．今考えている離
散 Schödiner作用素の場合，λ /∈ {4k}3k=0であればこの仮定は満たされる．このとき，
ξ0 ∈ Mλとして，かつ例えば∂ξ3h0(ξ0) ̸= 0とすると，ξ0の近傍Uで

Mλ ∩ U = {(ξ′, g(ξ′))}, ξ = (ξ′, ξ3)

とMλをグラフの形で書くことができる．更にUを小さくとって，χ ∈ C∞
c (U)に対し

てχ(ξ) dµ(ξ)
|∇h0(ξ)| = a(ξ′)dξ′と書いて (4)の被積分関数にχを入れて局所化すれば，結局∫

R2

e2πi(x
′·ξ′+x3g(ξ′))a(ξ′)dξ′

という形の振動積分が |x| → ∞でどの程度減衰するか，という問題に帰着される．今，
x = (x′, x3) ∈ R3にはパラメータが3個あって考えるのが大変なので，最も簡単な場合，
つまりx = (0, x3)の場合を考えると

J(x3) :=

∫
R2

e2πix3g(ξ′)a(ξ′)dξ′

となる．さて，例えば∂ξ′g(ξ
′) ̸= 0であれば非停留位相法（本質的には滑らかな関数の

Fourier変換が急減少すること）によりJ(x3)は急減少する．一方，∂ξ′g(ξ
′) = 0となる

点がある場合には状況は大幅に異なり，Jの減衰レートはgの高階微分の情報に依存す
る（停留位相法，van der Corputの補題の一般化）．例えば g(ξ′) = |ξ|2 = ξ21 + ξ22の場
合を考えると，∂ξ′g(ξ

′)は ξ′ = 0で零になるが2階微分の行列式det ∂2
ξ′g(ξ

′)は零にはな



らない．簡単のためa(σ1ξ1, σ2x2) = a(x1, x2)（σ1, σ2 ∈ {±}）が成り立つとして，変数
変換すれば

J(x3) =4
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0
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となり，この場合も結局関数のFourier変換がどの程度減衰するかという問題に帰着さ
れる（実際の証明ではより簡素な方法が用いられるが，このやり方は直感的に理解し
やすい）．この積分の減衰レートは被積分関数の特異性の形に強く依存し，元を辿れば
g(ξ′)の高階微分が消えれば消えるほど特異性が強くなり，減衰レートが遅くなること
が見てとれるだろう．更に，g(ξ′) = ξ21 + ξ22の場合には特異性を計算するのは簡単であ
るが，gがより複雑な形状を持つ場合には同じ計算を実行するのは非常に困難である．
実際，gの高階微分が消える場合の Jの減衰レートの研究は古くから研究されており，
これを一般的に実行するには代数幾何学の特異点解消論など，非常に高度な道具が必
要であった．近年の論文 [7]では随分証明が簡素化されているように思えるが，依然と
してその証明は理解するのが困難なので，より簡素化された証明がある方が望ましい．
次に，gの高階微分とMλの曲率の関係性について言及しよう．Mλは局所的に gの
グラフになっていることを思い出せば，その2階微分の行列∂2

ξ′g(ξ
′)は本質的に（つま

り，正の関数倍の差をのぞいて）Mλの第 2基本形式を表している．Mλの曲率の情報
はその第2基本形式によって決まるので，gの高階微分はMλの曲率の高階微分の情報
に対応している．
以上をまとめると，Mλの曲率の高階微分の情報と Iλ(x)の減水レートが対応し，後
者はレゾルベント評価 (3)と対応しているため，

• ℓpレゾルベント評価 (3)を調べるにはMλの曲率やその高階微分を計算すれば良い

ことがわかる．
本研究では，Mλ = {h0 = λ}の曲率の影響を具体的に計算して ([7])の結果を応用す
ることにより (4)の減衰オーダーを決定し，以下の定理を得た．
定理 1 ([11]). d = 3とする．
(i) (閾値以外での評価 ) p ∈ [1, 5

4
]とする．正の数 ε > 0に対し，

Dε =
3∩

k=0

{z ∈ C | |z − 4k| ≥ ε}.

とおく．この時，レゾルベントR0(z) = (H0 − z)−1は

sup
z∈Dε\R

∥(H0 − z)−1∥B(lp(Z3),lp
′
(Z3)) < ∞

を満たす．
(ii) (閾値を含めた評価 ) p ∈ [1, 6

5
]とすると (3)が成り立つ．

注意 1. [10]で示されているように，(i)の結果は最良である．
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