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本研究では以下のスカラーポテンシャルをもつ Schrödinger方程式の基本解の短時間挙動について考える：

i∂tu(t, x) +
1

2
∆u(t, x) = V (t, x)u(t, x), (t, x) ∈ R× Rn,(1)

ただし, i =
√
−1で, u : R × Rn → Cは未知関数, スカラーポテンシャル V : R × Rn → Rは既知関数, ∂tu = ∂

∂tu,

∂xju = ∂
∂xj

u (j = 1, . . . , n), ∆ =
n∑

j=1
∂2xj
である.

先行研究 [1]では次のことが示されている:
V (t, x) ∈ C∞(Rn

x)が二次以下の増大度をもつ場合に十分小さな T > 0が存在して,任意の (t, x, y) ∈ (0, T )×Rn×Rn

に対して (1)の基本解 E(t, x, y)は, 以下の性質をもつ S(t, x, y), a(t, x, y)を用いて

E(t, x, y) = (2πit)−n/2eiS(t,x,y)a(t, x, y)(2)

で表される. ここで S(t, x, y)については (t, x, y)に関して連続であり |α+β| ≥ 2となる任意の多重指数 α, β ∈ Zn
+ に

対して定数 Cα,β > 0が存在し,
∣∣∣∂αx ∂βy (S(t, x, y)− (x−y)2

2t )
∣∣∣ ≤ Cα,β · tとなる関数である. a(t, x, y)については (t, x, y)

に関して連続であり,任意の α, β ∈ Zn
+ に対して t ↓ 0のとき

∣∣∣∂αx ∂βy (a(t, x, y)− 1)
∣∣∣ → 0 (x, y に関して一様)となる

関数である.
先行研究 [3] では [1] の手法を用いて V (t, x) の滑らかさについて, |α| = 2 となる任意の多重指数 α に対して

sup
x∈Rn

∥∂αx V (t, ·)∥Hn+1(B(x,1)) < ∞となる場合まで仮定を緩めた. ここで, B(x, 1)は中心 x,半径 1の開球である.

本研究では, [1], [3]の手法の代わりに [2]の手法を用いて, 次の結果を得た. V (t, x)に次の仮定を課す.

仮定 1. V (t, x)は各 t ∈ Rに対して xに関して 2階微分可能であり, |α| ≤ 1をみたす任意の多重指数 α ∈ Zn
+ に対して

∂αx V (t, x)が (t, x)に関して連続とする. また, 1 ≤ |α| ≤ 2に対して定数 Cα > 0が存在して

|∂αx V (t, x)| ≤ Cα, (t, x) ∈ R× Rn(3)

をみたすとする.

主定理. n = 1とし, 実数値関数 V (t, x)は仮定 1をみたすとする. 任意の (t, x, y) ∈ (0,∞)×R×Rに対して, (1)の基本
解 E(t, x, y)は以下の性質をもつ関数 S0(t, x, y), a0(t, x, y)および r(t, x, y)を用いて

E(t, x, y) = (2πit)−1/2eiS0(t,x,y)a0(t, x, y) + r(t, x, y)(4)

で表される. ここで S0(t, x, y) は (t, x, y) に関して連続で, t ↓ 0 のとき
∣∣∣S0(t, x, y)− (x−y)2

2t

∣∣∣ → 0 (x, y について各
点) および,

∣∣∣∂αx ∂βy (
S0(t, x, y)− (x−y)2

2t

)∣∣∣ ≤ Cα,β · t (1 ≤ |α + β| ≤ 2) をみたす関数である. a0(t, x, y) については
a0(t, x, y) → 1 (x, y に関して一様)となる関数である. r(t, x, y)については, R(t)f(x) =

∫
R r(t, x, y)f(y)dy としたとき

に, 任意の T > 0に対して定数 CT > 0が存在して ∥R(t)∥B(L2(R),L2(R)) ≤ CT t (0 < t < T )をみたす関数である. [3]
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