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1 導入
本研究では,以下の磁場中のシュレーディンガー方程式の初期値問題を考える.{

i∂tu(t, x) +
1
2
(∇− ia(t, x))2 u(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(1)

ただし, u(t, x), u0(x)はそれぞれ (t, x) ∈ R × Rn, x ∈ Rnについての複素数
値関数であり, ∂t = ∂/∂t, ∇ = (∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn), a : R × Rn → Rnで,
a(t, x) = (a1(t, x), · · · , an(t, x))とし, (∇−ia(t, x))2 =

∑n
k=1(∂xk

−iak(t, x))
2

である. さらに, a(t, x)には以下の仮定を課す.

仮定A. 各 j = 1, · · · , nに対し aj : R× Rn → RはC∞級であり, ρ < 1が存
在して任意の多重指数 α ∈ Zn

+に対し,

∃Cα > 0 s.t. ∀(t, x) ∈ R× Rn; max
1≤j≤n

|∂α
xaj(t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)ρ−|α|.(2)

定義 1.1 (波束変換). φ ∈ S(Rn) \ {0}, f ∈ S ′(Rn)とする. このとき, 窓関
数 φによる f の波束変換Wφf を, 以下で定める:

Wφf(x, ξ) =

∫
Rn

φ(y − x)e−iy·ξf(y)dy, (x, ξ) ∈ Rn × Rn.

定義 1.2 (モジュレーション空間). φ ∈ S(Rn) \ {0}とする. このとき, 1 ≤
p, q ≤ ∞に対し, モジュレーション空間Mp,q

φ (Rn)を以下のように定義する:

Mp,q
φ (Rn) =

{
f ∈ S ′(Rn)

∣∣∣ ∥f∥Mp,q
φ

≡ ∥∥Wφf(x, ξ)∥Lp
x
∥
Lq
ξ
< ∞

}
.

2 主結果
本研究では, 仮定 Aをみたすベクトルポテンシャル a(t, x)を付与したシュ
レーディンガー方程式 (1)の解のモジュレーション空間におけるノルム評価
を考察した.

主定理. 1 ≤ p ≤ ∞, φ0 ∈ S(Rn) \ {0}とし, φ(t, x) = eit∆/2φ0(x)と定める.
また a(t, x)は仮定 Aをみたすとし, u(t, x)は C(R;L2(Rn))に属する方程式
(1)の解であるとする.
このとき, T > 0に対してあるCT > 0が存在して, 任意の u0 ∈ S(Rn)に

対し,

∥u(t, ·)∥Mp,p
φ(t,·)

≤ CT∥u0∥Mp,p
φ0
, t ∈ [−T, T ].(3)

1本講演は加藤圭一氏 (東京理科大学)との共同研究に基づく.



注意 2.1. ベクトルポテンシャルa(t, x)が空間に関して劣−1次増大, つまり
ρ < −1が存在して任意の多重指数 αに対し条件 (2)をみたすとき, 上記の結
果よりも強い結果を得ることができる.

Bényi-Gröchenig-Okoudjou-Rogers[1], Wang-Hudzik[4]では, 自由シュレ
ディンガー方程式, Kato-Kobayashi-Ito[2]では自由および調和振動子付きシュ
レディンガー方程式に対し, それぞれ解のモジュレーション空間におけるノ
ルム評価が与えられている. また, [3]では劣 2次の空間増大度を持つ一般の
スカラーポテンシャルを付与したシュレディンガー方程式に対し, (2)と同じ
モジュレーションノルム評価が与えられている.
本研究の主定理は, [3]を劣 1次増大するベクトルポテンシャル a(t, x)に

対して拡張したものである.

3 証明の概略
方程式の線形性により, 十分小さい T に対して (2)を示せばよい. t ∈ R,
x, ξ ∈ Rnに対し, 特性曲線 x(s) := x(s; t, x, ξ), ξ(s) := ξ(s; t, x, ξ)を{

ẋ(s) = ξ(s)− a(s, x(s)), x(t) = x,

ξ̇(s) = ∇x(ξ(s) · a(s, x(s))− 1
2
a2(s, x(s))), ξ(t) = ξ

(4)

の解とする. ただし ȧ = d
ds
a. このとき, (1)の解は波束変換と上記の特性曲

線を用いて

Wφ(t,·)u(t, x, ξ) = e−i
∫ t
0 h(s;t,x,ξ)ds

(
Wφ(0,·)u0(x(0; t, x, ξ), ξ(0; t, x, ξ))

− i

∫ t

0

ei
∫ τ
0 h(s;t,x,ξ)dsRu(τ, x(τ ; t, x, ξ), ξ(τ, t, x, ξ))dτ

)
(5)

と表示できる. ベクトルポテンシャルのない場合を扱った [3]では積分方程
式両辺の Lp

x-L
p
ξ ノルムをとり, 剰余項をグロンウォールの不等式を用いて評

価することで目標の不等式 (2)が得られた. しかし今回は磁場中のシュレー
ディンガー方程式特有の一階微分に由来する項により, 一般のLp-ノルムに対
し同様の方法を用いることができない. そこで, p = 2, ∞の場合をまず示し,
補間不等式と双対性の議論を用いて証明を完了させる.
ここでは証明の中核である L∞

x -L∞
ξ ノルム評価について述べる. λ > 1に

対し, φλ(t, x) = λn/2φ(λ2t, λx)とする. 重要なのは十分大きい λに対して次
の評価を示すことである:∥∥∥∥∫ t

0

R(τ, x(τ), ξ(τ))dτ

∥∥∥∥
L∞
x L∞

ξ

≤ 1

2
sup

t∈[0,T ]

∥∥Wφλ(t,·)u(t, x, ξ)
∥∥
L∞
x L∞

ξ

.(6)

このとき, 窓関数が φλ(t, x)のときに対して L∞
x -L∞

ξ ノルム評価が示される.
モジュレーションノルムは窓関数に依らないからこれにより一般のφ(t, x)で
L∞
x -L∞

ξ ノルム評価が示されたことになるが, (6)を示す際に次の基本的な特
性曲線の評価式を用いる:

補題 3.1. δ > 0とする. 十分小さい 0 < T < 1とT に依存しない定数Cδ > 0
が存在して, 任意の x, ξ ∈ Rn, t ∈ Rに対して次が成立.∫ T

0

⟨x(τ ; t, x, ξ)⟩−1−δ |ξ(τ ; t, x, ξ)| dτ ≤ Cδ(1 + T )
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