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1. アブストラクト
本講演では, 以下のような空間 1次元でゲージ不変な 3次の非線形項をもつ非線形シュ

レディンガー方程式系の解の長時間挙動について考える：

(1.1)


i∂tu1 +

1

2
∂2
xu1 = N1(u1, u2), t, x ∈ R,

i∂tu2 +
1

2
∂2
xu2 = N2(u1, u2), t, x ∈ R,

ここに, uj : R× R → C (j = 1, 2) とし, 非線形項は
N1(u1, u2) = c1|u1|2u1 + c2|u1|2u2 + c3u

2
1u2 + c4u1|u2|2 + c5u1u

2
2 + c6|u2|2u2,

N2(u1, u2) = c7|u1|2u1 + c8|u1|2u2 + c9u
2
1u2 + c10u1|u2|2 + c11u1u

2
2 + c12|u2|2u2

で与えられているものとする. ここに, cj (j = 1, · · · , 12)は実定数である.

方程式系 (1.1)は, スピノル・ボース・アインシュタイン凝縮など, 物理学のさまざまな
モデルとして現れる. 空間 1次元で 3次の非線形項をもつ非線形シュレディンガー方程式
(系)は一般に非線形項が時間に関し可積分ではなく, 非線形項の影響が長時間にわたり無
視できない. 方程式が単独の場合にはOzawa [7], Hayashi-Naumkin [1]により, 小さな初
期値に対する解の長時間挙動は, 線形シュレディンガー方程式の解に非線形項による位相
の修正を加えたものとして与えられることが知られている. 一方, 方程式がシステムの場
合には, Li-Sunagawa [3], Katayama-Sakoda [2]などで非線形項に未知関数の微分を含む,

より一般の非線形項に対し解の長時間挙動が調べられているが, (1.1)の解挙動に関しては
まだ未解明な部分が多い. われわれは (1.1)の形の方程式系全体の集合を分類することで
(1.1) の解の長時間挙動を調べることを試みる.

まず, (1.1)の形の方程式系全体が線形変換

(1.2)

(
v1
v2

)
= M

(
u1

u2

)
, M ∈ GL2(R)

に関して閉じていることに着目する. すなわち, (u1, u2)が方程式 (1.1)をみたすならば,

(1.2)で定義される新しい未知関数 (v1, v2)がみたす方程式系も (1.1)の形になる (ただし,

非線形項の係数は変化する). そこで, 変数変換 (1.2)で移りあう方程式系は同じものとみ
なすことで, (1.1)の形の方程式系全体の集合に同値関係を入れる. ここでは, (1.1)の形の
方程式系全体をこの同値関係で割った商集合の特徴づけについて考える.

∗本研究は, 眞崎 聡 氏 (北海道大), 瓜屋 航太 氏 (岡山理科大)との共同研究に基づく.
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商集合を調べるために, [5, 6]で導入された (1.1)の行列-ベクトル表示を導入する, すな
わち,

C :=

c2 − c3 −c1 + c8 − c9 −c7

c5 −c3 + c11 −c9

c6 −c4 + c5 + c12 −c10 + c11

 , V :=

 c8 − 2c9
1
2
(−c2 + 2c3 − c10 + 2c11)

c4 − 2c5


とおき, 方程式系 (1.1)を (C, V )に対応させる. 行列 Cとベクトル V は (1.1)の保存則と
深く関わっている. 例えば, (1.1)にはL2型の保存量が (3− rankC)個存在する. また, エ
ネルギー型の保存量が存在するための必要十分条件をCと V により特徴づけることがで
きる.

このような方程式のハミルトン構造は, 解の長時間挙動を調べる上でも非常に重要であ
る. したがって, rankCが大きいほど解の挙動を調べるのは難しくなると予想される. こ
こでは, rankC = 1の場合の商集合の特徴づけについて考える. 本講演では簡単のため,

trC = 0, V = 0の場合のみを考える†.

Z1 := {C ∈ M3(R) | trC = 0, rankC = 1}

とおく. Z1/ ∼について以下が成り立つ.

Theorem 1.1 ([6]). Z1/ ∼= T+ ∪ T0 ∪ T−, ここに,

T+ :=


0 1 0

0 0 0

0 1 0

 ,

0 ±1 0

0 0 0

0 ∓1 0

 ,

0 ±1 0

0 0 0

0 0 0


 ,

T0 :=


0 0 0

0 0 ±1

0 0 0

 ,

0 0 1

0 0 0

0 0 0


 , T− :=


0 0 0

1 0 1

0 0 0


 .

ここで, 定理に現れた代表元ともとの方程式系 (1.1)との対応について触れておく.

• C ∈ T+のとき. 対応する (1.1)は, 分離した 2本の方程式
i∂tu1 +

1

2
∂2
xu1 = α|u1|2u1,

i∂tu2 +
1

2
∂2
xu2 = β|u2|2u2,

(α, βはある実数)となり,上で述べたようにこの方程式系の解の長時間挙動は [1, 7]

で得られている.

†trC = 0, V = 0 とは限らない, より一般の場合の rankC = 1の商集合の特徴づけについては [6, Theorem
A.13]を参照.
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• C ∈ T0のとき. 対応する (1.1)は以下のようになる.

C =

0 0 1

0 0 0

0 0 0

 ⇔


i∂tu1 +

1

2
∂2
xu1 = 0,

i∂tu2 +
1

2
∂2
xu2 = −|u1|2u1,

C =

0 0 0

0 0 ±1

0 0 0

 ⇔


i∂tu1 +

1

2
∂2
xu1 = ∓|u1|2u1,

i∂tu2 +
1

2
∂2
xu2 = ∓(2|u1|2u2 + u2

1u2).

前者については, Sunagawa [8]により, 後者については [6]により解の挙動が調べ
られており, ともに u2(t) = O(t−1/2 log t) in L∞ as t → ∞ となることが知られて
いる. ただし, 前者と後者で解の漸近形は少し異なる.

• C ∈ T−のとき. 対応する (1.1)は
i∂tu1 +

1

2
∂2
xu1 = −|u1|2u1 + 2u1|u2|2 + u1u

2
2,

i∂tu2 +
1

2
∂2
xu2 = −2|u1|2u2 − u2

1u2 + |u2|2u2

となるが, この場合の解の長時間挙動はよくわかっていない.

Remark 1.2. rankC = 2の場合の商集合の特徴づけについては, 最近 Masaki [4]により得
られた.
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