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1 導入
本講演では以下のデルタポテンシャルを持つ非線形シュレディンガー方程式について考える.{

i∂tu+ ∂2
xu+ γδu+ |u|p−1u = 0, (t, x) ∈ I × R,

u(0, x) = u0(x) ∈ H1(R).
(δNLS)

ここで, γ は実定数で, δuは原点に質量を持つデルタポテンシャルを表し, p > 1とする. 本講演では γ < 0, つま
りデルタポテンシャルが反発的な場合のみを扱う. また p > 5, つまり非線形項は質量超臨界とする. このとき, 方
程式 (δNLS)はソボレフ空間H1(R)で時間局所適切であり, 以下のエネルギー Eγ と質量M を保存する.

Eγ(u(t)) :=
1

2
∥u′(t)∥2L2 −

γ

2
|u(t, 0)|2 − 1

p+ 1
∥u(t)∥p+1

Lp+1 ,

M(u(t)) := ∥u(t)∥2L2 .

ここで f ′ は f の空間微分を表すものとする.
ω > 0とし, 一般的な関数と偶関数に関する以下の最小化問題を考える.

nω,γ := inf{Sω,γ(f) : f ∈ H1(R) \ {0},Kγ(f) = 0},
rω,γ := inf{Sω,γ(f) : f ∈ H1

even(R) \ {0},Kγ(f) = 0}.

ここで Sω,γ とKγ はそれぞれ作用汎関数とヴィリアル汎関数で, 以下のように定める.

Sω,γ(f) := Eγ(f) +
ω

2
M(f),

Kγ(f) := ∥u′(t)∥2L2 −
γ

2
|u(t, 0)|2 − p− 1

2(p+ 1)
∥u(t)∥p+1

Lp+1 .

このとき, 上の 2つの最小化問題に対して, 以下が成り立つ.

命題 1 ([2, 7]). γ < 0, ω > 0とする.

(1) nω,γ = nω,0 で, nω,γ は達成されない1.

(2) rω,γ は以下を満たす.

nω,0 < rω,γ =

{
2nω,0, (0 < ω ≤ γ2

4 ),

Sω,γ(Qω,γ) < 2nω,0, (ω > γ2

4 ).

さらに 0 < ω ≤ γ2/4のときは rω,γ は達成されず, ω > γ2/4のときは偶関数 Qω,γ によって達成される. こ
こで, Qω,γ は

Qω,γ(x) := {2(p+ 1)}
1

p−1 ω
1

p−1

[
2 cosh

{
p− 1

2

√
ω|x|+ tanh−1

(
γ

2
√
ω

)}]− 2
p−1

で, これは以下の楕円型方程式の一意な正値解である.

−Q′′
ω,γ − γδQω,γ + ωQω,γ = Qp

ω,γ .

∗本講演は Stephen Gustafson 教授 (University of British Columbia) との共同研究に基づく. この研究は日本学術振興会の海外特別研
究員制度の支援を受けたものである.

1γ = 0 のときの最小化問題 nω,0, rω,0 は Qω,0 によって達成される. つまり nω,0 = rω,0 = Sω,0(Qω,0) である.
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H1(R)の部分集合 PWω,γ , PW even
ω,γ を

PWω,γ := {f ∈ H1(R) : Sω,γ(f) < nω,γ},
PW even

ω,γ := {f ∈ H1
even(R) : Sω,γ(f) < rω,γ},

と定める. これらの集合は最小化問題未満を考えている. Sω,γ(f) = nω,γ は (M,Eγ)-平面における ωをパラメータ
とする直線群を与えるため, その包絡線を求めることで,

∪
ω>0 PWω,γ はより具体的に表すことが可能である. 実

際, sc := 1/2− 1/(p− 1)とおいたとき,∪
ω>0

PWω,γ = {f ∈ H1(R) : Eγ(f)M(f)
1−sc
sc < E0(Q1,0)M(Q1,0)

1−sc
sc }

と表せられる2.
このとき, 最小化問題未満の解の大域ダイナミクスについて以下の結果が知られていた.

定理 2 ([7]). u0 ∈ ∪ω>0PWω,γ か u0 ∈ ∪ω>0PW even
ω,γ のいずれかを仮定する. このとき, 以下が成り立つ.

(1) Kγ(u0) ≥ 0ならば解は時間両方向で散乱する.

(2) Kγ(u0) < 0ならば解は時間両方向において爆発する.

注意 3. • 解が時間正方向で散乱するとは, ∥u(t)− eit∂
2
xu+∥H1 → 0 (t → +∞)となる u+ ∈ H1(R)が存在す

ることをいう (cf. [9]). 負方向も同様に定める.

• 解が時間正方向で爆発するとは, 正方向の最大存在時刻を T+ としたとき limt→T+ ∥u′(t)∥L2 = ∞となるこ
とをいう.

• nω,γ < rω,γ であったので, ∪ω>0PWω,γ ∩H1
even(R) ⊊ ∪ω>0PW even

ω,γ となることに注意.

最小化問題未満での解のダイナミクスがわかったので, 次に興味があるのは最小化問題ちょうどの閾値の場合
である.
一般解に対する閾値においては以下が成り立つことがわかっている.

定理 4 ([1],[8]). u0 ∈ H1(R)が

Eγ(u0)M(u0)
1−sc
sc = E0(Q1,0)M(Q1,0)

1−sc
sc

を満たすとする. このとき, 以下が成り立つ.

(1) Kγ(u0) > 0,ならば 解は時間両方向に散乱する.

(2) Kγ(u0) < 0かつ xu0 ∈ L2(R)ならば, 解は時間両方向において有限時間で爆発する.

本研究では偶関数解の閾値における解の大域ダイナミクスについて研究を行い, 以下の結果を得た.

2 主結果
ω > γ2/4の場合と 0 < ω ≤ γ2/4の場合とでは, 解の大域ダイナミクスが以下のように変わる.

2.1 ω > γ2/4の場合
定理 5 ([4]). ω > γ2/4とする. このとき, 以下を満たす偶関数解 U± が存在する.

• M(U±) = M(Qω,γ), Eγ(U
±) = Eγ(Qω,γ)である.

• 少なくとも [0,∞)上において U± は存在し, さらに或る c > 0が存在して

∥U±(t)− eiωtQω,γ∥H1 ≲ e−ct (t ≥ 0).

となる.

• Kγ(U
+(0)) < 0であり, U+ は時間負方向において有限時間で爆発する.

• Kγ(U
−(0)) > 0であり, U− 時間負方向において散乱する.

2
∪

ω>0 PW even
ω,γ も同様にして直線群 Sω,γ(f) = rω,γ の包絡線を考えることで得られるが, こちらは明示的な形で表されるかどうかはわ

かっていない.
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定理 6 ([4]). ω > γ2/4とする. u0 ∈ H1(R)が偶関数で
M(u0) = M(Qω,γ), Eγ(u0) = Eγ(Qω,γ).

を満たすとする. このとき, 以下が成り立つ.

(1) Kγ(u0) > 0ならば解は時間両方向において散乱するか, もしくは (方程式の対称性を除いて)u = U−である.

(2) Kγ(u0) = 0ならば (方程式の対称性を除いて)u = eiωtQω,γ である. .

(3) Kγ(u0) < 0かつ xu0 ∈ L2(R)ならば, 解は時間両方向において有限時間で爆発するか, もしくは (方程式の
対称性を除いて)u = U+ である.

2.2 0 < ω ≤ γ2/4の場合
定理 7 ([3]). 0 < ω ≤ γ2/4とする. u0 ∈ H1

even(R)が
M(u0) = 2M(Qω,0), Eγ(u0) = 2E(Qω,0)

を満たすとする. このとき, 以下が成り立つ.

(1) Kγ(u0) > 0ならば, 解は時間両方向に散乱する.

(2) Kγ(u0) < 0かつ xu0 ∈ L2(R)ならば, 解は時間両方向において有限時間で爆発する.

2.3 主結果に関するコメント
• ω = 1と固定すると, −2 < γ < 0か γ ≤ −2かで解のダイナミクスが変わることを意味してる. これは反発
力が弱い場合 (−2 < γ < 0)には, 分散性と反発性を組み合わせた波を広げる力が非線形性の波を集約する
力と釣り合っていて, 基底状態解Q1,γ が存在し, 更にそれに漸近する解が現れる. 一方で, 反発力が強い場合
(γ ≤ −2)には, 分散性と反発性を組み合わせたものが非線形性とちょうど釣り合うことがなく, 散乱か爆発
のいずれかしか起こらないことを意味していると考えることができる.

• Gustafson氏 (UBC)と清水一慶氏 (大阪大学)との共同研究 [6]において, 多重ソリトン解の存在を示すこと
もできた. これから, 散乱か爆発の２分的な結果を得た閾値においては, それを超えたところでは非散乱な大
域解 (1ソリトン解または 2ソリトン解)が存在することがわかる. これは散乱か爆発の２分的な結果を得る
のは閾値が最適で, それ以上を考えると２分的な結果を得ることはできないことを意味している.

• Gustafson氏 (UBC)との共同研究 [5]で, 対数速度で離れていく 2ソリトン解の構成も行った.
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