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Abstract

本講演では次の空間 3次元の消散型波動方程式の初期値問題について考える.

(DW)

{
∂2
t u−∆u+ ∂tu = F (t, x), t > 0, x ∈ R3,

u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x), x ∈ R3.

定数係数線形消散型波動方程式についてはその非線形問題への応用と共に様々な方面から既に数多くの研
究が為されている. (例えば [1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 11, 12]). ここでは, (DW) の解の重み付き評価につい
て再考する. 以下では, ⟨·⟩ = 1 + | · | とする.

波動方程式に関しては F. John の結果 [6] があり, そこでは次の波動方程式の解に対して時空重み付き
L∞-評価が考察されている.

(W)

{
∂2
tw −∆w = F (t, x), t > 0, x ∈ R3,

w(0, x) = w0(x), ∂tw(0, x) = w1(x), x ∈ R3.

実際 [6] では次の 2つの評価を得ている: (i) 斉次 (F ≡ 0) とした (W) の解に対し

⟨t+ |x|⟩⟨t− |x|⟩κ−2 |w(t, x)| ≲ ∥w0∥∞,κ−1 + ∥∇w0∥∞,κ + ∥w1∥∞,κ

が成り立つ. ここで, κ > 2 であり,

∥f∥∞,κ := ∥⟨·⟩κf∥L∞(R3)

である. (ii) デュハメル項 (w0 = w1 = 0) の評価として κ > 2, γ > 1 に対し

⟨t+ |x|⟩⟨t− |x|⟩κ−2 |w(t, x)| ≲ ∥⟨τ + |y|⟩κ⟨τ − |y|⟩γF (τ, y)∥L∞
τ,y

.

これらの評価に現れる重みは波動特有のものであり, このタイプの評価を用いた非線形波動方程式への応用
も多く知られている. 本講演では (DW) の解に対し得られた時空重み付き評価について, この様な評価を考
察するに至ったモチベーションや今後の研究の展望も含めて解説する.

Theorem 1. (i) F ≡ 0 とする. このとき, κ > 3 に対し,

(1.1) ⟨t+ |x|2⟩ 3
2 |u(t, x)| ≲ ∥u0∥∞,κ + ∥∇u0∥∞,κ + ∥u1∥∞,κ.

(ii) u0 = u1 = 0 とする. このとき, κ > 5
2 に対し

(1.2) ⟨t+ |x|2⟩ 3
2 |u(t, x)| ≲

∥∥⟨τ + |y|2⟩κF (τ, y)
∥∥
L∞

τ,y

また, κ′ > 3
2 , γ > 1 に対し

(1.3) ⟨t+ |x|2⟩ 3
2 |u(t, x)| ≲

∥∥∥⟨τ + |y|2⟩κ
′
⟨τ − |y|⟩γF (τ, y)

∥∥∥
L∞

τ,y

Remark 1. Theorem 1 の評価 (1.1) 及び (1.2) を用いると, (DW) において F = |u|p とした非線形消散
型波動方程式に対して p > 1 + 2

3 (藤田優臨界) のときに小さな初期値に対して時間大域解の存在を示すこ
とが出来る ([4, 10]). このことからも重みの指数は妥当であると考えられる. (cf. [9])

∗本講演はピサ大学の V. Georgiev 教授との共同研究に基づく．
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