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概要
本講演では, 次の 3 波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系に対して十分小さい ε

に対するピーク解の存在性および ε → +0 におけるピーク解の漸近挙動について考察する:
−ε2∆u1 + V1(x)u1 = µ1|u1|p−1u1 + αu2u3, in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = µ2|u2|p−1u2 + αu1u3, in RN ,

−ε2∆u3 + V3(x)u3 = µ3|u3|p−1u3 + αu1u2, in RN .

ここで, N ≤ 5, 1 ≤ p < 2∗ − 1, 2∗ = ∞ (N = 1, 2), 2∗ = 2N/(N − 2), ε, α > 0. 正確にはポ
テンシャルから定まる位置決め関数と呼ばれる関数 c(V1(x), V2(x), V3(x)) を定義し, 十分小さ
い ε に対して c(V1(x), V2(x), V3(x)) の極小点に集中するピーク解を構成する.

1 導入
Cazenave-Lions [1] は

i∂tv +∆v + |v|p−1v = 0 (1)

の定在波解の存在および安定性について研究した. この方程式は様々な物理的, 生物学的文脈で現れ,

例えば, 非線形光学, ボーズ・アインシュタイン凝縮現象, DNA構造のモデリング等に現れる. ここ
で定在波解とは, v(t, x) = eiωtu(x) という形の (1) の解である. このとき u は

−∆u+ ωu− |u|p−1u = 0

をみたす. 方程式 (1) の線形部分には分散効果があり, 時間発展させると, 解を平らにする効果があ
る. また非線形部分には集中効果があり, 解を集中させる効果がある. この分散効果と集中効果が相殺
したときに現れるのが定在波解である (Le Coz [9] も参照).

本講演では, 次の 3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系を考える:
−ε2∆u1 + V1(x)u1 = µ1|u1|p−1u1 + αu2u3, in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = µ2|u2|p−1u2 + αu1u3, in RN ,

−ε2∆u3 + V3(x)u3 = µ3|u3|p−1u3 + αu1u2, in RN .

(P̃ε)
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ここで, N ≤ 5, 1 < p < 2∗ − 1, 2∗ = ∞ (N ≤ 2), 2∗ = 2N/(N − 2) (N ≥ 3), ε > 0,

µj > 0 (j = 1, 2, 3), α > 0. また, ポテンシャル Vj (j = 1, 2, 3) に対して次の基本的な条件を仮定
する:

(V1) ∀j = 1, 2, 3, Vj ∈ C(RN ) ∩ L∞(RN ).

(V2) ∀j = 1, 2, 3, infx∈RN Vj(x) =: mj > 0.

(P̃ε) は変分構造をもつ. すなわち, (P̃ε) の解は次の汎関数の臨界点と 1対 1に対応している:

Ĩε(u⃗) =
1

2

3∑
j=1

∫
RN

ε2|∇uj |2 + Vj(x)u
2
j dx− 1

p+ 1

3∑
j=1

µj‖uj‖p+1
Lp+1 − α

∫
RN

u1u2u3 dx,

u⃗ = (u1, u2, u3) ∈ H = H1(RN )×H1(RN )×H1(RN ).

ここで, Ω ⊂ RN , q ≥ 1 に対して,

‖u‖qLq(Ω) =

∫
Ω

|u|q dx, ‖u‖Lq = ‖u‖Lq(RN )

と定義する.

(P̃ε) は次の時間発展する 3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系の定在波解に関係
している: 

iε∂tv1 + ε2∆v1 − Ṽ1(x)v1 + µ1|v1|p−1v1 = −αv̄2v3 in R× RN ,

iε∂tv2 + ε2∆v2 − Ṽ2(x)v2 + µ2|v2|p−1v2 = −αv̄1v3 in R× RN ,

iε∂tv3 + ε2∆v3 − Ṽ3(x)v3 + µ3|v3|p−1v3 = −αv1v2 in R× RN .

(2)

実際,もし, (v1(t, x), v2(t, x), v3(t, x)) = (eiω1t/εu1(x), e
iω2t/εu2(x), e

iω3t/εu3(x)) (但し, ω3 = ω1+

ω2) が (2) の解なら, (u1, u2, u3) は (P̃ε) (但し, Vj(x) = ωj + Ṽj(x)) をみたす. ここで u1, u2, u3

は実数値関数である. 方程式系 (2) は Colin-Colin-Ohta [5] によって導入された (但し, Ṽj(x) ≡ 0,

ε = 1, µj = 1). [2, 3] も参照. Colin-Colin-Ohta [4, 5] は定在波解 (eiωtφ, 0, 0) と (0, eiωtφ, 0) は任
意の α > 0 に対して安定であることを示した. ここで ω > 0 であり, φ は

−∆v + ωv − |v|p−1v = 0 in RN .

の一意の正値球対称解である. 一方で, 定在波解 (0, 0, eiωtφ) は 0 < α < α∗ のとき安定であり,

α > α∗ のとき不安定である. ここで α∗ は適切な正定数である (詳細は [4, 5] を参照せよ).

Pomponio [12] は ε = 1 の場合に (P̃ε) のエネルギー最小解の存在性を示した. 特に, Pomponio

は α が十分大きいとき, すべての成分が 0でないエネルギー最小解 (vector least energy solution)

の存在性を示した.

本講演では, (P̃ε) の特異摂動問題について研究する. これは ε → +0 において (P̃ε) のピーク解を
構成する問題である. 特異摂動問題の研究は Floer-Weinstein [7] による単独の非線形シュレディン
ガー方程式から始まった. [7] の後, 近年, 単独の非線形シュレディンガー方程式

−ε2∆u+ V (x)u = f(u) in RN (3)



に対するピーク解の構成に関する研究が膨大にある. ここで, 非負値関数 V (x) (ポテンシャル) と
f(u) は適切な仮定をみたしている. 特に del Pino-Felmer [6] の研究ではポテンシャル V (x) の極小
点に集中する解を構成している. その際, 汎関数を適切に修正し, 修正された汎関数の臨界点を求める
ことで元の方程式の解で極小点に集中する解を構成している. 本講演では [6] の研究を参考にし, 位
置決め関数 c(V⃗ (x)) (あとで定義する) の極小点に集中する解を構成する.

Lin-Wei [10] と Ikoma-Tanaka [8] は次の非線形シュレディンガー方程式系に対して特異摂動問題
を研究した: 

−ε2∆u1 + V1(x)u1 = µ1u
3
1 + βu1u

2
2 in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = µ2u
3
2 + βu2

1u2 in RN ,

u1, u2 > 0 in RN .

(4)

ここで, N ≤ 3, µi > 0, β ∈ R であり, 非負値関数 Vi(x) は適切な仮定をみたす. 彼らは
(P λ⃗) のピーク解の挙動には 2 つの可能性があることを示した. 実際, (4) は次のようなピーク
解 (u1ε, u2ε) をもつ: i = 1, 2 に対して, ある εn → 0 と xin ∈ RN が存在して xin → xi0

in RN かつ uiεn(εny + xin) → ωi(y) in H1(RN ). ここで xi0 は Vi(x) の最小点であり ωi は
−∆ui + Vi(xi0)ui = µiu

3
i in RN のエネルギー最小解である. 一方, (4) は次のような解 (u1ε, u2ε)

をもつ: ある εn → 0 と xn ∈ RN が存在して xn → x0 in RN かつ uiεn(εny + xn) → ωi(y) in

H1(RN ) (i = 1, 2). ここで x0 は ρ(V1(x), V2(x)) の極小点であり ρ(λ1, λ2) は次の方程式系の最小
エネルギーである: 

−∆u1 + λ1u1 = µ1u
3
1 + βu1u

2
2 in RN ,

−∆u2 + λ1u2 = µ2u
3
2 + βu2

1u2 in RN ,

u1, u2 > 0 in RN .

(5)

さらに, (ω1, ω2) は (λ1, λ2) = (V1(x0), V2(x0)) としたときの (5) のエネルギー最小解である.

我々の先行研究 [11] では, (P̃ε) の特異摂動問題を考え, [2, 2∗) の場合に (P̃ε) のピーク解が存在す
ることを示した. この構成では, 次の極限問題が重要な役割を果たす:

−∆v1 + λ1v1 = µ1|v1|p−1v1 + αv2v3 in RN ,

−∆v2 + λ2v2 = µ2|v2|p−1v2 + αv1v3 in RN ,

−∆v3 + λ3v3 = µ3|v3|p−1v3 + αv1v2 in RN .

(P λ⃗)

ここで λj > 0 (j = 1, 2, 3). λ⃗ = (λ1, λ2, λ3) とおく. 次のように (P λ⃗) に対応する汎関数 Φλ⃗ を定
義する:

Φλ⃗(v⃗) :=
1

2
‖v⃗‖2

λ⃗
− 1

p+ 1

3∑
j=1

µj‖vj‖p+1
Lp+1 − α

∫
RN

v1v2v3 dy.

ここで

‖u‖2λj
=

∫
RN

(|∇u|2 + λju
2) dx, ‖u⃗‖2

λ⃗
:=

3∑
j=1

‖uj‖2λj
.



また Φλ⃗ に対する mountain pass value c(λ⃗) を定義する:

c(λ⃗) := inf
γ⃗∈Γ

λ⃗

max
t∈[0,1]

Φλ⃗(γ⃗(t)),

Γλ⃗ := {γ⃗ ∈ C([0, 1];H) | γ⃗(0) = 0⃗, Φλ⃗(γ⃗(1)) < 0},

0⃗ := (0, 0, 0).

v⃗ ∈ H が (P λ⃗) の mountain pass solution であるとは Φλ⃗(v⃗) = c(λ⃗) かつ (Φλ⃗)
′(v⃗) = 0 が成り立つ

ことである. ここで関数 λ⃗ 7→ c(λ⃗) は (0,∞)3 上で連続であることに注意する.

[11] の中で得られたピーク解 u⃗ε = (u1ε, u2ε, u3ε) は次をみたす: ある εn → 0 と xn ∈ RN が存
在して

xn → x0 in RN , u⃗εn(xn + εny) →
−→
W (y) in H.

ここで x0 は c(V⃗ (x)) の最小点であり −→
W = (W1,W2,W3) は (P V⃗ (x0)) のエネルギー最小解である.

さらに, α が小さいとき −→
W の 2つの成分が 0になる. したがって −→

W は単独の方程式の解とみなせ
る. α が大きいとき, Wj 6= 0 (j = 1, 2, 3) となることが分かる. さらに, ujε の最大点の詳細な挙動
についての結果も得た.

本講演では c(V⃗ (x)) の極小点に集中する (P̃ε) のピーク解を構成するために次の条件を仮定する:

(V3) 有界開集合 Λ ⊂ RN が存在して infx∈Λ c(V⃗ (x)) < infx∈∂Λ c(V⃗ (x)).

(V1),(V3) と平行移動により, 一般性を失うことなく次を仮定してよい:

0 ∈ Λ, c(V⃗ (0)) = inf
x∈Λ

c(V⃗ (x)). (6)

2 主定理
Λ0 = {x ∈ Λ | c(V⃗ (x)) = c(V⃗ (0))} とおく. 本講演の主結果を述べる.

主結果 2.1. (V1)–(V3) を仮定する. このとき, ある ε∗ > 0 が存在して任意の ε ∈ (0, ε∗] に対して
(P̃ε) は次をみたす非負値非自明解 u⃗ε をもつ:

(i) Ĩε(u⃗ε) = εN
(
c(V⃗ (0)) + o(1)

)
as ε → +0.

(ii) Λ0 ⊂ D をみたす任意の有界開集合 D に対して, ある c1, c2 > 0 が存在して

0 ≤ ujε(x) ≤ c1e
− c2

ε dist(x,D) (∀x ∈ RN \D, j = 1, 2, 3).

(iii) εn → +0 となる任意の {εn}∞n=1 に対して, 部分列をとれば, ある {xn}∞n=1 ⊂ Λ と x0 ∈ Λ0

と (P V⃗ (x0)) の非負値非自明解 ω⃗ が存在して,

xn → x0 in RN ,

u⃗εn(xn + εny) → ω⃗(y) in H.



p ∈ [2, 2∗) のときは, (P V⃗ (x0)) の非負の mountain pass solution がエネルギー最小解であること
が分かる. ここで,

Φ′
λ⃗
(ω⃗)[ω⃗] = 0, ω⃗ 6= 0⃗, Φλ⃗(ω⃗) = inf{Φλ⃗(u⃗) |Φ

′
λ⃗
(u⃗)[u⃗] = 0, u⃗ 6= 0⃗}

をみたす ω⃗ を Φλ⃗ の Nehari 多様体上の minimizer という. p ∈ [2, 2∗) のときは ω⃗ が (P λ⃗) のエネ
ルギー最小解であることと Φλ⃗ の Nehari 多様体上の minimizer であることは同値である.

さらに, ある α0 > 0 が存在して, α > α0 ならば, (P V⃗ (x0)) のエネルギー最小解 ω⃗ = (ω1, ω2, ω3)

は ωj 6= 0 (j = 1, 2, 3) をみたす ([12] の Theorem 1.8 を参照せよ). したがって主結果 2.1 の解
u⃗ε = (u1ε, u2ε, u3ε) は十分小さい ε > 0 に対して ujε 6= 0 (j = 1, 2, 3) をみたす. p ∈ (1, 2) のと
き, 3波相互作用項の効果が µj‖uj‖p+1

Lp+1 より強いので, {u⃗ ∈ H |Φ′
V⃗ (x0)

(u⃗)[u⃗] = 0, u⃗ 6= 0⃗} の上で
ΦV⃗ (x0)

(u⃗) が下に有界とは限らない. したがって ΦV⃗ (x0)
の Nehari 多様体上の minimizer を考える

ことができない. それゆえ c(V⃗ (x)) を mountain pass value で定義し, Ĩε and ΦV⃗ (x0)
の moutain

pass 構造を用いて主結果 2.1 の解を得ることができる.

3 証明の鍵
(P̃ε)の特異摂動問題の研究では次のリスケールした方程式を考えることが効果的である: v⃗(y) =

u⃗(εy) とおく. このとき (P̃ε) は次のようになる:
−∆v1 + V1(εy)v1 = µ1|v1|p−1v1 + αv2v3, in RN ,

−∆v2 + V2(εy)v2 = µ2|v2|p−1v2 + αv1v3, in RN ,

−∆v3 + V3(εy)v3 = µ3|v3|p−1v3 + αv1v2, in RN .

(Pε)

このとき (Pε) に対応する汎関数は以下のようになる:

Iε(v⃗) :=
1

2
‖v⃗‖2

V⃗ε
− 1

p+ 1

3∑
j=1

µj‖vj‖p+1
Lp+1 − α

∫
RN

v1v2v3 dy.

ここで V⃗ε(y) = V⃗ (εy) = (V1(εy), V2(εy), V3(εy)). c(V⃗ (x)) の極小点に集中する解を構成するため
に, del Pino-Felmer [6] に着想を得たカットオフ法を用いる. まず, 非線形項 µj‖vj‖p+1

Lp+1 と相互作用
項 ∫

RN v1v2v3 dy を修正する. µj‖vj‖p+1
Lp+1 の修正は [6] と同様である.

∫
RN v1v2v3 dy の修正は [6]

に触発された我々の新しいアイデアである. 正確には次のように修正する: q := min{2, p} とおく.

ν > 0 を次をみたすように選ぶ:(
1

2
− 1

q + 1

)
1

2
mj − (µj + α)ν > 0 (j = 1, 2, 3). (7)

f ∈ C(R;R) を

f(ξ) := min{ξp, νξ} (ξ ≥ 0)

となる奇関数とし, F を F (ξ) :=
∫ ξ

0
f(τ) dτ となる偶関数とする. g ∈ C(R;R) を

g(ξ) := min{1, ν|ξ|− 1
3 } (ξ ∈ R)



となる偶関数とし, G を G(ξ) :=
∫ ξ

0
g(τ) dτ となる奇関数とする.

ξ
O

νξ

ξp

ν
1

p−1

f(ξ)

図 1 f(ξ) の概形

ξξ
O

1

g(ξ)

νξ−
1
3

ν3

図 2 g(ξ) の概形

Λ ⊂ RN を (V3) をみたす有界開集合とする. x 7→ c(V⃗ (x)) は連続であるから,

Λ ⊂ Λ′, c(V⃗ (0)) = inf
x∈Λ

c(V⃗ (x)) < inf
x∈Λ

′\Λ
c(V⃗ (x)). (8)

となる有界開集合 Λ′ ⊂ RN が存在する. χ ∈ C(RN ; [0, 1]) を次をみたす関数とする:

χ(y) =

{
1 (y ∈ Λ)

0 (y 6∈ Λ′)

χ(y) ∈ (0, 1] (y ∈ Λ′ \ Λ).

次の修正された汎関数を考える:

Jε(v⃗) =
1

2
‖v⃗‖2

V⃗ε
−

3∑
j=1

µj

∫
RN

χ(εy)
1

p+ 1
|vj |p+1 + (1− χ(εy))F (vj) dy

− α

∫
RN

χ(εy)v1v2v3 + (1− χ(εy))G(v1v2v3) dy.

このとき,

f(ξ) = |ξ|p−1ξ, F (ξ) =
1

p+ 1
|ξ|p+1 (∀|ξ| ≤ ν

1
p−1 ),

g(ξ) = 1, G(ξ) = ξ (∀|ξ| ≤ ν3)

より v⃗ ∈ H が

|vj(y)| ≤ ν
1

p−1 (∀y ∈ RN \ Λε, j = 1, 2, 3), (9)

|v1(y)v2(y)v3(y)| ≤ ν3 (∀y ∈ RN \ Λε) (10)

をみたすならば, Jε(v⃗) = Iε(v⃗) が成り立つ. ここで Λε = {y ∈ RN | εy ∈ Λ}. 実は十分小さい ε に
対して (9)–(10) をみたす Jε の臨界点 v⃗ε が存在するので Iε の臨界点になる. この臨界点が我々の
求めるピーク解である.



4 汎関数 Φλ⃗ と Jε の mountain pass 構造と (PS)–条件
汎関数 Φλ⃗ と Jε は次のような mountain pass 構造をもっている:

補題 4.1. Φλ⃗ は次のような mountain pass 構造をもつ:

(MP1) Φλ⃗(⃗0) = 0.

(MP2) ある δ1, ρ1 > 0 が存在して Φλ⃗(v⃗) ≥ δ1 (‖v⃗‖λ⃗ = ρ1) かつ Φλ⃗(v⃗) ≥ 0 (‖v⃗‖λ⃗ ≤ ρ1).

(MP3) ある e⃗ ∈ H が存在して Φλ⃗(e⃗) < 0.

補題 4.2. ある ε0 > 0 が存在して, 任意の ε ∈ (0, ε0] に対して, Jε は次のような mountain pass

構造をもつ:

(MP1)ε Jε(⃗0) = 0.

(MP2)ε ε によらない δ0, ρ0 > 0 が存在して Jε(v⃗) ≥ δ0 (‖v⃗‖H = ρ0) かつ Jε(v⃗) ≥ 0 (‖v⃗‖H ≤ ρ0).

(MP3)ε ε によらない e⃗ ∈ H が存在して Jε(e⃗) < 0.

汎関数 Φλ⃗ と Jε は次の意味で (PS)–条件をみたしている:

命題 4.3. (i) {v⃗n}∞n=1 ⊂ H を Φλ⃗(v⃗n) → c(λ⃗) かつ Φ′
λ⃗
(v⃗n) → 0 かつ ‖vjn−‖L3 → 0 となる列

とする. このとき, 部分列をとれば v⃗0 ∈ H と {zn}∞n=1 ⊂ RN が存在して

v⃗n(·+ zn) → v⃗0 in H.

(ii) {v⃗n}∞n=1 ⊂ H を {Jε(v⃗n)}∞n=1 が有界かつ J ′
ε(v⃗n) → 0 かつ ‖vjn−‖L3 → 0 となる列とする.

このとき, 部分列をとれば v⃗0 ∈ H が存在して

v⃗n → v⃗0 in H.

5 1 < p < 2 での困難点
q = min{2, p} とおく. {v⃗n}∞n=1 ⊂ H を {Φλ⃗(v⃗n)} が有界かつ Φ′

λ⃗
(v⃗n) → 0 となる近似解の列と

する. このとき

Φλ⃗(v⃗n)−
1

q + 1
Φ′

λ⃗
(v⃗n)[v⃗n] =

(
1

2
− 1

q + 1

)
‖v⃗n‖2λ⃗ +

(
1

q + 1
− 1

p+ 1

) 3∑
j=1

µj‖vjn‖p+1
Lp+1

+ 3

(
1

q + 1
− 1

3

)
α

∫
RN

v1nv2nv3n dy.

(11)

p ≥ 2 のとき q = 2 となるから, (11) は

O(1) + o(1)‖v⃗n‖H = Φλ⃗(v⃗n)−
1

3
Φ′

λ⃗
(v⃗n)[v⃗n]

=

(
1

2
− 1

3

)
‖v⃗n‖2λ⃗ +

(
1

3
− 1

p+ 1

) 3∑
j=1

µj‖vjn‖p+1
Lp+1



となる. ここで 1
2 − 1

3 > 0, 1
3 − 1

p+1 ≥ 0. したがって {v⃗n} が H で有界であることが容易にわか
る. しかし 1 < p < 2 のときは q = p であり (11) は

Φλ⃗(v⃗n)−
1

p+ 1
Φ′

λ⃗
(v⃗n)[v⃗n] ≥

(
1

2
− 1

p+ 1

)
‖v⃗n‖2λ⃗ + 3

(
1

p+ 1
− 1

3

)
α

∫
RN

v1nv2nv3n dy

となる. 3波相互作用の項の符号が負になることもありうるため, {v⃗n} の H での有界性を得ること
が困難であった. そこで我々は ‖vjn−‖L3 → 0 となる近似解の列を構成し∫

RN

v1nv2nv3n dy ≥ o(1)‖v⃗n‖2H as n → ∞.

となることを利用して,

O(1) + o(1)‖v⃗n‖H = Φλ⃗(v⃗n)−
1

p+ 1
Φ′

λ⃗
(v⃗n)[v⃗n]

≥
(
1

2
− 1

p+ 1

)
‖v⃗n‖2λ⃗ + o(1)‖v⃗n‖2H ≥

{
C

(
1

2
− 1

p+ 1

)
+ o(1)

}
‖v⃗n‖2H

を示した. ここで 1
2 − 1

p+1 > 0 であり, C は正定数であるから {v⃗n} の H での有界性が得られる.

6 主結果 2.1 の証明の概略
(6) より 0 は Λ 内での c(V⃗ (x)) の最小点であることに注意する. ΦV⃗ (0) の moutain pass 構造 (補

題 4.1)より次のような近似解の列 {v⃗n}∞n=1 ⊂ H が存在する:

ΦV⃗ (0)(v⃗n) → c(V⃗ (0)), Φ′
V⃗ (0)

(v⃗n) → 0, ‖vjn−‖L3 → 0.

このとき命題 4.3 (i) より, 部分列をとれば, ある ω⃗0 ∈ H と {yn}∞n=1 ⊂ RN が存在して

v⃗n(·+ yn) → ω⃗0 in H.

このとき ω⃗0 は (P V⃗ (0)) の非負の mouontain pass solution になる. Jε に対する mountain pass

value を次のように定義する:

cε = inf
γ⃗∈Γε

max
t∈[0,1]

Jε(γ⃗(t)),

Γε = {γ⃗ ∈ C([0, 1];H) | γ⃗(0) = 0⃗, γ⃗(1) = T0ω⃗0}.

ここで T0 > 0 は ΦV⃗ (0)(T0ω⃗0) < 0 となるもの (このとき, 十分小さい ε0 > 0 が存在して
Jε(T0ω⃗0) < 0 (∀ε ∈ (0, ε0]) とできる). このとき Jε の mountain pass 構造 (補題 4.2)より任意の
ε ∈ (0, ε0] に対して, 次のような近似解の列 {v⃗n}∞n=1 ⊂ H が存在する:

Jε(v⃗n) → cε, J ′
ε(v⃗n) → 0, ‖vjn−‖L3 → 0.

このとき部分列をとれば, ある v⃗ε ∈ H が存在して

v⃗n → v⃗ε in H.



このとき vjε ≥ 0, Jε(v⃗ε) = cε, J
′
ε(v⃗ε) = 0 となる. u⃗ε(x) = v⃗ε(x/ε) とおくと, これが求めるピーク

解である. それを確かめるには次を示せばよい: v⃗ε に対して, ある εn → 0 と zn ∈ RN が存在して

εnzn → x0 in RN , v⃗εn(y + zn) → ω(y) in H. (12)

ここで x0 ∈ Λ0 であり, ω⃗ は (P V⃗ (x0)) の非負の mountain pass solution である. このとき

u⃗εn(εny + εnzn) = v⃗εn(y + zn) → ω⃗(y) in H, εnzn ∈ Λ (n が十分大きいとき).

(12) は, 次のように Concentration Compactness と Jεn(v⃗εn) の上下からの評価を用いて示せる.

((12) の証明の概略) {v⃗εn} の H における有界性と Concentration Compactness より, 部分列を
とれば, ある {zn}∞n=1 ⊂ RN と ω⃗ ∈ H \ {⃗0} が存在して

ωj ≥ 0, v⃗εn(·+ zn) ⇀ ω⃗ weakly in H,

vjεn(·+ zn) → ωj a.e. in RN , vjεn(·+ zn) → ωj in Lr
loc(RN ) for all 1 ≤ r < 2∗.

部分列をとれば次のうちの 1つが成り立つ:

(i) |εnzn| → ∞.

(ii) ある x0 ∈ RN \ Λ′ が存在して εnzn → x0.

(iii) ある x0 ∈ Λ
′ \ Λ0 が存在して εnzn → x0.

(iv) ある x0 ∈ Λ0 が存在して εnzn → x0.

汎関数 Jε の修正の効果から (i) と (ii) は排除される. (iii) のとき

c(V⃗ (0)) ≥ lim sup
n→∞

cεn = lim sup
n→∞

(
Jεn(v⃗εn)−

1

q + 1
J ′
εn(v⃗εn)[v⃗εn ]

)
≥ ΨV⃗ (x0)

(ω⃗)− 1

q + 1
Ψ′

V⃗ (x0)
(ω⃗)[ω⃗]

≥ c(V⃗ (x0)) > c(V⃗ (0)).

ここで

ΨV⃗ (x0)
(v⃗) :=

1

2
‖v⃗‖2

V⃗ (x0)
− χ(x0)

 1

p+ 1

3∑
j=1

µj‖vj‖p+1
Lp+1 + α

∫
RN

v1v2v3 dy


− (1− χ(x0))

 3∑
j=1

µj

∫
RN

F (vj) dy + α

∫
RN

G(v1v2v3) dy

 .

これは矛盾. よって (iv) が成り立つ. x0 ∈ Λ0 より, χ(x0) = 1, c(V⃗ (x0)) = c(V⃗ (0)) および
Φ′

V⃗ (x0)
(ω⃗) = Ψ′

V⃗ (x0)
(ω⃗) = 0 を得る. 先ほどの議論と同様にして

cεn → c(V⃗ (0)) = ΦV⃗ (x0)
(ω⃗),

‖v⃗εn(·+ zn)‖21
2 m⃗

→ ‖ω⃗‖21
2 m⃗

を得る. v⃗εn(·+ zn) ⇀ ω⃗ weakly in H と合わせて v⃗εn(·+ zn) → ω⃗ in H を得る.

((12) の証明の概略おわり)



ここで

lim
ε→+0

‖vjε‖L∞(RN\Λε) = 0 (j = 1, 2, 3)

に注意する. ここで Λε := {y ∈ RN | εy ∈ Λ}. このとき十分小さい ε に対して

|vjε(y)| ≤ min{ν
1

p−1 , ν} (∀y ∈ RN \ Λε).

(9)–(10) より F (vjε) =
1

p+1 |vjε|
p+1, G(v1εv2εv3ε) = v1εv2εv3ε. ゆえに

cε = Jε(v⃗ε) = Iε(v⃗ε), 0 = J ′
ε(v⃗ε) = I ′ε(v⃗ε).

すなわち, 十分小さい ε に対して v⃗ε は元の問題 (Pε) の解になる.
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