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本講演では次の (p, q)-Laplace方程式に対する Lyapunov不等式について得られた結果を
報告する. {

−∆pu − ∆qu = W (x)(α|u|p−2u + β|u|q−2u) in Ω

u = 0 on ∂Ω
(L)

ここで, Ω は RN (N ∈ N) のなめらかな有界領域, 1 < q < p < ∞, α, β ∈ R, W ∈
Lγ(Ω) (γ ∈ [1,∞])は重み関数とする, ただし α = β = 0のとき (1)は非自明解を持たない
のでここでは考えない. 以下では, ∥ · ∥s (1 ≤ s ≤ ∞)で通常の Ls(Ω)ノルムを表すことと
する.

定義. u ∈ W 1,p
0 (Ω)が任意の v ∈ W 1,p

0 (Ω)に対して∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇v dx +

∫
Ω

|∇u|q−2∇u∇v dx =

∫
Ω

W (x)(α|u|p−2uv + β|u|q−2uv) dx

が成り立つとき, uは (L)の弱解であるという.

1 先行研究

Borg[2]によって,次の Laplace方程式{
u′′ + W (x)u = 0 on [0, L]

u(0) = 0 = u(L)
(1)

に対する Lyapunov不等式 ∫ L

0

W (x)dx ≥
4

L
(2)

が示され, Pinasco [6]によって, 次の 1次元 p-Laplace方程式 (ODE){
(|u′|p−2u′)′ + W (x)|u|p−2u = 0 in (0, L)

u(0) = 0 = u(L)
(3)

に対する Lyapunov不等式, すなわち, (3)が非自明解を持つためのW に対する必要条件∫ L

0

W (x) dx ≥
2p

Lp−1
(4)

が示された. この不等式は, p = 2のときよく知られた Lyapunov不等式を一般化させたもの
である.
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1.1 p-Laplace方程式 (PDE)に対する Lyapunov-typeの不等式
最近では p-Laplace方程式 (PDE){

−∆pu = W (x)|u|p−2u inΩ

u = 0 on ∂Ω
(5)

に対する Lyapunov-typeの不等式がいろいろな評価方法により得られている. 以下ではこれに
ついて紹介する.

1.1.1 Edward-Hudson-Leckbandによる ∥W∥γ の評価

記号. 1 ≤ σ ≤ p∗ := pN
N−p

(N > p), 1 ≤ σ < ∞ (N = p), 1 ≤ σ ≤ ∞ (N < p)のとき

λp,σ := inf
{∥∇u∥p

p

∥u∥p
σ

| 0 ̸= u ∈ W 1,p
0 (Ω)

}
> 0

と定義する. λ
− 1

p
p,σ はW 1,p

0 (Ω)から Lσ(Ω)への埋め込みの最良定数 ∥u∥σ ≤ λ
− 1

p
p,σ∥∇u∥pを与

える.� �
定理 A ([4]). N

p
< γ ∈ [1,∞]とする. (5)が非自明解を持つならば,

∥W+∥γ ≥ λp,σ, σ :=
pγ

γ − 1
∈ [p,∞]

が成り立つ.� �
1.1.2 Napol-Pinascoによる ∥W∥γ の評価

記号. Ωに内接する最も大きい球の半径 rΩを

rΩ := max
x∈Ω

dΩ(x), dΩ(x) := d(x,Ωc) = inf
y∈∂Ω

|x − y|

で定義する.� �
定理 B ([3]). W ≥ 0, N < p, γ = 1とする. 方程式 (5)が非自明解を持つならば,

∥W∥1 ≥ Cr−σ
Ω , σ := p − N > 0

が成り立つ. ここで定数 C は C = C(p,N) > 0である.� �
注意. N = 1, rΩ = L のとき (4)に対応する.
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� �
定理 C ([3]). N

p
< γ ∈ (1,∞]とする. 方程式 (5)が非自明解を持つならば,

∥W∥γ ≥ Cr−σ
Ω , σ := p −

N

γ
> 0

が成り立つ. ここで定数 C はW に依存しない.� �
1.2 p, q-Laplace方程式 (PDE)の解の存在
p, q-Laplace 方程式(L)に対する非自明解の存在については, Motreanu-Tanaka[5] では,α =
β, W ∈ L∞の場合,Bobkov-Tanaka[1]では, α, β ∈ R W ≡ 1の場合に示されている.

2 主結果

記号. 結果を簡単に述べるため, 定数 α, βの符号に応じて

V (x) :=


W+(x) if α, β ≥ 0

W (x) if α · β < 0

W−(x) if α, β ≤ 0

とおく. ただしW±(x) := max{±W (x), 0}である.

2.1 最良定数を用いた ∥W∥γ の評価

記号. 1 ≤ σ ≤ p∗ := Np
N−p

(N > p), 1 ≤ σ < ∞ (N = p), 1 ≤ σ ≤ ∞ (N < p)のとき

λ̃q,σ := inf
{∥∇u∥q

q

∥u∥q
σ

| 0 ̸= u ∈ W 1,p
0 (Ω)

}
> 0 (6)

と定義する.

次の結果は [4]のアイデアを用いて得られた結果である.� �
定理 1. (N

p
<) N

q
< γ ∈ [1,∞]とする. 方程式 (L)が非自明解を持つならば,

∥V ∥γ ≥ min
{
λp,σ1

|α|
,
λ̃q,σ2

|β|

}
, ∞ ≥ σ1 :=

pγ

γ − 1
≥ σ2 :=

qγ

γ − 1
≥ q (∗)

が成り立つ.� �
命題 1. (N

p
<) N

q
< γ ∈ (1,∞]とする. 方程式 (L)が非自明解を持つならば, 定理 1の(∗)で

等号は成立しない.
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2.2 内接球の半径 rΩを用いた ∥W∥γ の評価

次の結果は [3]のアイデアを用いて得られた結果である.� �
定理 2. N < q (< p), γ = 1とする. 方程式 (L)が非自明解を持つならば,

∥V ∥1 ≥
C

max {|α|rσ1
Ω , |β|rσ2

Ω }
, σ1 := p − N > σ2 := q − N > 0

が成り立つ. ここで定数 C は C = C(p, q,N) > 0である.� �
� �
定理 3. (N

p
<) N

q
< γ ∈ (1,∞]とする. 方程式 (L)が非自明解を持つならば,

∥V ∥γ ≥
C

max {|α|rσ1
Ω , |β|rσ2

Ω }
, p ≥ σ1 := p −

N

γ
> σ2 := q −

N

γ
> 0

が成り立つ. ここで定数 C > 0は V に依存しない.� �
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