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符号変化を許容する重みを付けた Sobolev–Poincaré 型不等式

‖∇u‖pLp(Ω) ≥ C

(∫
Ω

W (x)|u|q dx
) p
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for u ∈ W 1,p
0 (Ω) with

∫
Ω

W (x)|u|q dx ≥ 0(WSP)

の最良定数を

λWp,q := inf

{
‖∇u‖pLp(Ω)(∫

Ω
W (x)|u|q dx

)p/q : u ∈ W 1,p
0 (Ω),

∫
Ω

W (x)|u|q dx > 0

}

とおく. ここで, Ω は RN (N ∈ N) の有界領域, p, q ∈ (1,∞), W ∈ Lγ(Ω) (γ ∈ [1,∞]) は∫
Ω

W+ dx > 0

および

N > p のとき max{p, q}γ′ < p∗ :=
Np

N − p
, N = p のとき γ > 1

を満たすものとする. ただし, W+ := max{0,W} であり, γ′ は γ の Hölder 指数を表す. 先行研

究 [2] などにおいて, (WSP) で p = q, W ≡ 1 とした Poincaré の不等式にミッシング・ターム

(missing term) を含めた不等式が示されているが, 最近それが次のように一般化された.

定理 ([1]) N ≥ 2 のとき Ω の境界は C1,σ 級 (σ ∈ (0, 1)) であるとし, p ≥ q ≥ 2, p > 2 とする.

このとき, ある C = C(p, q,Ω) > 0 が存在して任意の u ∈ W 1,p
0 (Ω) に対して

‖∇u‖pLp(Ω) − λp,q‖u‖
p
Lq(Ω) ≥ C

(
|u‖q|p−2

∫
Ω

|∇φ1|p−2|∇u⊥q |2 dx+ ‖∇u⊥q ‖
p
Lp(Ω)

)
.

が成り立つ. ここで, φ1 ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} は λp,q := λ1

p,q ∈ (0,∞) の正値最小化関数である. また,

各 v ∈ W 1,p
0 (Ω) に対して

v‖q :=

∫
Ω
φq−1

1 v dx

‖φ1‖qLq(Ω)

∈ R, v⊥q := v − v‖qφ1 ∈ W 1,p
0 (Ω)

と定義し, v = v‖φ1 + v⊥ という Lq(Ω) における分解を表している.

本研究の目的は, W ≡ 1 とは限らない重み付き Sobolev–Poincaré 型不等式 (WSP) に対し

て (一般に p, q の大小関係も仮定せずに), 上の定理と同様の不等式を得ることである. まず,

その過程で必要となる次の事実を示した.



命題 1 (i) λWp,q の最小化関数 ϕ1 ∈ W 1,p
0 (Ω) が存在して, ϕ1 ∈ L∞(Ω) となる.

(ii) p ≥ q のとき, λWp,q は単純である. すなわち, u, v ∈ W 1,p
0 (Ω) が λWp,q の最小化関数ならば, u

と v は線形従属である.

命題 2 D ⊂ R2 を

D :=


{

(s, t) ∈ (pγ′, p∗]× [qγ′, p∗] : t >
s(q − p)
s− pγ′

γ′
}

if N > p;{
(s, t) ∈ (pγ′,∞)× [qγ′,∞) : t >

s(q − p)
s− pγ′

γ′
}

if N ≤ p,

で定める. このとき, 任意の (s, t) ∈ D に対して C = C(p, q, γ, s, t,Ω) > 0 が存在して

‖ϕ1‖L∞(Ω) ≤ C(λ‖W‖Lγ(Ω))
α‖ϕ1‖βLt(Ω)

が成り立つ. ここで, α :=
sγ′

t(s− pγ′)− s(q − p)γ′
, β :=

t(s− pγ′)
t(s− pγ′)− s(q − p)γ′

である.

これらの λWp,q に関する基本性質をもとに, 次の結果を得た.

命題 3 p ≥ 2 とし, λWp,q は単純であるとする. このとき, 各 ρ > 0 に対してある C =

C(p, q,W,Ω, ρ) > 0 が存在して, 任意の u ∈ Dρ に対して
∫

Ω
W |u|q dx > 0 ならば

‖∇u‖pLp(Ω) − λ
W
p,q

(∫
Ω

W |u|q dx
) p

q

≥ C

(
|L(u)|p−2

∫
Ω

|∇ϕ1|p−2|∇P (u)|2 dx+ ‖∇P (u)‖pp
)
.

が成り立つ. ここで, 各 v ∈ W 1,p
0 (Ω) に対して

L(v) :=

∫
Ω

Wϕq−1
1 v dx, P (v) := v − L(v)ϕ1

と定義し (W 1,p
0 (Ω) = Rϕ1 ⊕KerL という分解を表している), 各 ρ > 0 に対して

Dρ := {u ∈ W 1,p
0 (Ω) : ‖∇P (u)‖ ≥ ρ|L(u)|}

とおいた.
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