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1. 導入
本講演では, 理想気体の運動を表す以下の温度付き圧縮性ナヴィエ・ストークス方程

式の初期値問題の適切性について考察する.

∂tρ̃+ div (ρ̃u) = 0, t > 0, x ∈ R3,

∂t(ρ̃u) + div (ρ̃u⊗ u) +∇(ρ̃θ) = µ∆u+ (µ+ λ)∇div u, t > 0, x ∈ R3,

∂t(ρ̃θ) + div (ρ̃θu) + ρ̃θdiv u− κ∆θ

= 2µ|D(u)|2 + λ|div u|2, t > 0, x ∈ R3,

(ρ̃, u, θ)
∣∣
t=0

= (ρ̃0, u0, θ0), x ∈ R3.

(cNS)

ここで, ρ̃ = ρ(t, x), u = (u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)), θ = θ(t, x) はそれぞれ流体の密
度, 速度場, 温度を表す未知関数である. ρ̃0 = ρ̃0(x), u0(x) = (u0,1(x), u0,2(x), u0,3(x)),
θ0 = θ0(x) はそれぞれ与えられた流体の初期密度, 初期速度場, 初期温度とする. また,
µ と λ は µ > 0, 2µ+ λ ≥ 0 を満たす Lamé 定数である. κ > 0 は熱伝導率を表す正定
数である. さらに,

D(u) =
∇u+ (∇u)T

2

である. また, |A|2 は行列 A と転置行列 AT の積 AAT のトレースとする.
本講演では, 特に密度が真空とならないような条件で初期値問題を考察する. すな

わち, 密度 ρ = ρ̃− 1は 定数 ν > −1 に対し,

ρ(t, x) ≥ ν

を満たすようなものとする. 従って, 本研究では上記の条件と方程式 (cNS) を組み合わ
せた以下の方程式の初期値問題の適切性について考察を行う:

∂tρ+ div u+ div (ρu) = 0, t > 0, x ∈ R3,

∂tu− Lu+ (1 + ρ)(u · ∇)u+∇((1 + ρ)θ) = −ρ∂tu, t > 0, x ∈ R3,

∂tθ + (1 + ρ)(u · ∇)θ + (1 + ρ)θdiv u− κ∆θ

= 2µ|D(u)|2 + λ|div u|2 − ρ∂tθ, t > 0, x ∈ R3,

(ρ, u, θ)
∣∣
t=0

= (ρ0, u0, θ0), x ∈ R3.

(1.1)

ここで L = µ∆+ (λ+ µ)∇div とする.
続いて, d 次元空間における圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の初期値問題に関

する先行研究について述べる. Chikami–Danchin [3] は 初期条件 (ρ0 − 1, u0, E0) ∈
(Ḃ

d
p

p,1, Ḃ
−1+ d

p

p,1 , Ḃ
−2+ d

p

p,1 ) (1 < p < 2d) に対する温度付き圧縮性ナヴィエ・ストークス方
程式の一意可解性と, 初期値 (ρ0, u0, θ0) ∈ (Ḃ

d
p

p,1, Ḃ
−1+ d

p

p,1 , Ḃ
−2+ d

p

p,1 )(1 < p < d) に対する
初期値問題 (1.1) の一意可解性を示した. E0 は E0 :=

ρ0u
2
0

2
+ e(ρ0, θ0) で定められる流
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体の全エネルギーである. ここで初期条件として用いられた Besov 空間は方程式のス
ケールを不変にする関数空間になっている.
一方で, 圧縮性流体の初期値問題に対して, 非適切性の結果も多く示されている.

Iwabuchi–Ogawa [4] は, 関数空間 (ρ0, u0, θ0) ∈ (Ḃ
2
p
p,q(R2), Ḃ

−1+ 2
p

p,q (R2), Ḃ
−2+ 2

p
p,q (R2))(1 ≤

p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞) における方程式 (1.1) の初期値問題が非適切になることを
示している. Chen–Miao–Zhang [2] は, p > 3 を満たす次の初期条件 (ρ0, u0, θ0) ∈
(Ḃ

3
p

p,1(R3), Ḃ
−1+ 3

p

p,1 (R3), Ḃ
−2+ 3

p

p,1 (R3)) に対して, 方程式 (1.1) の初期値問題の非適切性を
示した.

2. 主結果
本研究では, 3次元空間における温度付き圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式 (1.1)に

対して, 以下の結果を得た.

定理. ([1]) ある初期値の関数列 {u0,N}N ⊂ S(R3) と 0 に収束する時刻の列
{TN}N , そして時刻 [0, TN ] 上で初期値 (0, u0,N , 0) によって定まる滑らかな解の
列 {(ρN , uN , θN)}N が存在し,

lim
N→∞

∥u0,N∥Ḃ0
3,1

= 0, lim
N→∞

∥θN(TN)∥Ḃ−1
3,1

= ∞,

を満たす. すなわち, 初期値 (ρ0, u0, θ0) ∈ (Ḃ1
3,1(R3), Ḃ0

3,1(R3), Ḃ−1
3,1(R3)) に対して,

初期値問題 (1.1) は非適切である.

注意.

関数空間 (ρ0, u0, θ0) ∈ (Ḃ
3
p

p,1(R3), Ḃ
−1+ 3

p

p,1 (R3), Ḃ
−2+ 3

p

p,1 (R3)) に初期値を持つ温度付き
圧縮性ナヴィエ・ストークス方程式の初期値問題については, Chikami–Danchin [3] に
よって 1 < p < 3 のとき一意可解的になることが, Chen–Miao–Zhang [2] によって
p > 3 のとき非適切になることがそれぞれ独立に示されていた. しかし, p = 3 の場合
における初期値問題の適切性は示されていなかった. 本結果は, その条件における適切
性の問題を解決している.
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