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次のポテンシャル付きの非線形 Schrödinger方程式を考える.

(NLS)−

i
∂u

∂t
= (−i∇+ A)2 u+ V u− ω2|x|2 u+ λ|u|p−1u in R× RN ,

u(0) = u0.

ただし, i =
√
−1, N ≥ 3, V ∈ C(RN \ {0};R), A ∈ C1(RN \ {0};RN), ω > 0とする. V お

よびAには, 次のスケールに関する条件を仮定する.

(1) V (µx) = µ−2 V (x), A(µx) = µ−1 A(x), µ > 0.

また, Aには次のゲージ条件 (multipolar gauge)も仮定する.

(2) x · A(x) = 0.

仮定に見合った例として, V は a |x|−2や b xN |x|−3が挙げられる. 前者は最近盛んに研究され
ている (Hardyポテンシャルともいう). 後者は,クーロンポテンシャルで記述される単極子同士
を隣接させた双極子の場に現れる. また, Aの例は b |x|−2 [−x2, x1, 0, · · · , 0] (Aharonov–Bohm
効果)が挙げられる. 以下, 作用素 P を

P := (−i∇+ A)2 + V = −∆− 2 i A · ∇ − i divA+ |A|2 + V

と定める (divA = ∇ · A). (1)より P [u(µx)] = µ2(Pu)(µx), ∀µ > 0となる. これはスケール
変換によりポテンシャルが無視できないことを意味する. この P が L2(RN)上で非負自己共
役となるように

(3) 0 ≤ δ(V,A) := inf
{∫

RN

[
|(−i∇+ A)u|2 + V |u|2

]
dx;

∫
RN

|x|−2 |u|2 dx = 1
}

を仮定する. このとき, P はFriedrichs拡張 (form-sum)の意味で非負自己共役となる. Hardy

の不等式より,

c̃1 ∥(1−∆)1/2u∥2L2(RN ) ≤ ∥(1 + P )1/2u∥2L2(RN ) ≤ c̃2 ∥(1−∆)1/2u∥2L2(RN )

が得られる. ただし, c̃1 ≥ 0は δ(V,A) = 0のときに限って 0になる. したがって, δ(V,A) > 0

ならば, D := D((1 + P )1/2) = H1(RN)である. 一方, δ(V,A) = 0のときは, [2]と同様
に D ⊋ H1(RN)となる. なお, D ⊂ Hs(RN) (s < 1)だから, ほぼH1(RN)である. 以下,

D∗ := D((1 + P )−1/2), Σ := D ∩D(|x|), Σ∗ := D∗ +D((1 + |x|)−1) (Σの双対空間) と表す.

V = 0, A = 0のとき, (NLS)−は [1]により詳細な解析が行われている.
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Theorem 1 (see [4, Theorem 3.1]). N ≥ 3. λ ∈ R, 1 ≤ p < 1 + 4/(N − 2)とする. V

とAは (1), (2), (3)を仮定する. このとき, 任意の u0 ∈ Σに対して, (NLS)−の時間局所解
u ∈ C([−T, T ]; Σ) ∩ C1([−T, T ]; Σ∗)が一意に存在する. また, 次の保存則が成立する.

∥u(t)∥L2(RN ) = ∥u0∥L2(RN ), E(u(t)) = E(u0).

ただし,

E(φ) :=
1

2
∥(1 + P )1/2φ∥2L2(RN ) −

ω2

2

∥∥|x|φ∥∥2

L2(RN )
+

λ

p+ 1
∥φ∥p+1

Lp+1(RN )
.

また, 次 (virial等式)が成立する:

d2

dt2
∥∥|x|u(t)∥∥2

L2(RN )
= 8 ∥P 1/2u(t)∥2L2(RN ) + 8ω2

∥∥|x|u(t)∥∥2

L2(RN )

+
4λN(p− 1)

p+ 1
∥u(t)∥p+1

Lp+1(RN )
.

Theorem 2 (see [4, Theorem 3.5]). Theorem 1 の条件に加え, λ ≥ 0, 1 + 4/N ≤ p <

1 + 4/(N − 2)とする. このとき, 任意の u+ ∈ Σに対して,

lim
t→∞

exp(+it(P − ω2|x|2)) u(t) = u+ strongly in Σ

となる (NLS)−の時間大域解 u ∈ C(R; Σ) ∩ C1(R; Σ∗)が一意に存在する.

Theorem 3 (see [4, Theorem 4.2]). Theorem 1 の条件に加え, λ < 0, 1 + 4/N ≤ p <

1 + 4/(N − 2)とする. このとき, E(u0) + ω2
∥∥|x|u0

∥∥2

L2 < 0となる u0 ∈ Σに対して, (NLS)−

の局所解は有限時刻爆発する. 詳しくは,

J(u0) := Im

∫
RN

x u0 · ∇u0 dx ≤ 0

ならば, 未来に爆発:

lim
t→T1−0

∥(1 + P )1/2u(t)∥2L2(RN ) = +∞,

J(u0) ≥ 0ならば過去に爆発:

lim
t→−T2+0

∥(1 + P )1/2u(t)∥2L2(RN ) = +∞.

E(u0) + ω2
∥∥|x|u0

∥∥2

L2 + ω|J(u0)| < 0ならば未来にも過去にも爆発.

証明の方針. exp(−itP )と相性がいい 2つの作用素

d(β)f(x) := βN/2 f(βx), β > 0; m(σ)f(x) := exp
( i σ |x|2

4

)
f(x), σ ∈ R

を利用することで, 次の変換が定義できる.

v(t) = (C−u)(t) := m
( −4ω2t

1− 4ω2t2

)
d
( 1√

1− 4ω2t2

)
u
(artanh(2ωt)

2ω

)
.



この変換を用いることで, (NLS)−は |x|2の項がない

(4)

i
∂v

∂t
= P v + λ(1− 4ω2t2)−1+N(p−1)/4 |v|p−1v,

v(0) = u0

にできる. これを非自励系の半線形 Schrödinger方程式に対するエネルギー法 (Proposition

4) と exp(−itP )に対する Strichartz評価 (Proposition 5)を用いることで解の一意存在が証
明できる.

非自励系の半線形 Schrödinger方程式に対する抽象Cauchy問題を考える.

(5)

i
du

dt
= Su+ g(t, u) in [−T, T ]×X∗

S,

u(0) = u0 in XS.

非線形項 g(t, u)については以下の 7条件を考える. ただし, XS := D((1 + S)1/2), X∗
S :=

D((1 + S)−1/2), BM := {u ∈ XS; ∥u∥XS
≤ M} とする.

(A1) G ∈ C([−T, T ]×XS;R)があって, dXS
G(t, u) = g(t, u);

(A2)

∥g(t, u)− g(t, v)∥X∗
S
≤ C(M)∥u− v∥XS

∀ t ∈ [−T, T ], ∀ u, v ∈ BM ;

(A3) 非負の φ ∈ L1(−T, T )があって,

∥g(t, u)− g(s, u)∥X∗
S
≤ C(M)

∣∣∣∫ t

s

φ(σ)dσ
∣∣∣ ∀ t, s ∈ [−T, T ], ∀ u ∈ BM ;

(A4) 任意のM > 0と δ > 0に対してC1,δ(M) > 0があって

|G(t, u)−G(t, v)| ≤ δ + C1,δ(M)∥u− v∥X ∀ t ∈ [−T, T ], ∀ u, v ∈ BM ;

(A5) G(t, u)は任意のu ∈ XSに対して tについて微分可能であり,次を満たすφ ∈ L1(−T, T )

がある. 任意のM > 0と δ > 0に対してC2,δ(M) > 0があって,

|Gt(t, u)−Gt(t, v)| ≤ φ(t)[δ + C2,δ(M)∥u− v∥X ] a.a. t ∈ (−T, T ), ∀ u ∈ BM ;

(A6)

Re ⟨g(t, u), i u⟩X∗
S ,XS

= 0 ∀ t ∈ [−T, T ], ∀ u ∈ XS;

(A7) {wn}nは L∞(−T, T ;XS)における次を満たす有界列とする.{
wn(t) → w(t) (n → ∞) weakly in XS a.a. t ∈ I,

g(t, wn) → f (n → ∞) weakly∗ in L∞(I;X∗
S).

このとき,

Re

∫
I

⟨f(t), i w(t)⟩X∗
S ,XS

dt = lim
n→∞

Re

∫
I

⟨g(t, wn(t)), i wn(t)⟩X∗
S ,XS

dt.

さらに, 次もいえれば f(t) = g(t, w(t))が示される.

wn(t) → w(t) (n → ∞) strongly in X a.a. t ∈ I.



Proposition 4. ([3, Theorem 2.1 and Remark 2.8]) g(t, u)は (A1)–(A7)を仮定し, u0 ∈ XS

とする. このとき, T0 = T0(∥u0∥XS
) ∈ (0, T ]があって, (5)の時間局所解u ∈ Cw([−T0, T0];XS)∩

W 1,∞(−T0, T0;X
∗
S)が存在する. また, この解は次の保存則を満たす:

∥u(t)∥X = ∥u0∥X ∀ t ∈ [−T0, T0],

E(t, u(t))− E(0, u0) ≤
∫ t

0

Gt(s, u(s)) ds ∀ t ∈ [−T0, T0].(6)

ただし, E(t, φ) = (1/2) ∥(1 + S)1/2φ∥2X + G(t, φ). 更に, この時間局所解が一意ならば, (6)

の不等号は等号になり, u ∈ C([−T0, T0];XS) ∩ C1([−T0, T0];X
∗
S)となる.

Strichartz評価は, 次の時間変数と空間変数に関するノルムについての不等式である.

∥ exp(−itP )φ∥Lτ0 (R;Lρ0 (RN )) ≤ CV,A(τ0) ∥φ∥L2(RN ),(7) ∥∥∥∫ t

0

exp
(
−i(t− s)P

)
F (s) ds

∥∥∥
Lτ2 (R;Lρ2 (RN ))

≤ CV,A(τ1, τ2) ∥F∥
Lτ ′1 (R;Lρ′1 (RN ))

.(8)

ただし, p′ := p/(p− 1)はHölder共役指数である. さて, (τj, ρj) (j = 0, 1, 2)は次を満たす指
数の組で, 許容対という.

2

τj
+

N

ρj
=

N

2
, τj, ρj ≥ 2, (τj, ρj) ̸= (2,∞).

許容対のうち, (2, 2N/(N − 2))を端点という.

Proposition 5 ([5, Theorem 3.3]). N ≥ 3とし, V とAは (1), (2), (3)を仮定する. このと
き, 端点以外の許容対 (τj, ρj) (j = 0, 1, 2)に対して (7), (8)が成立する.
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