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1. 導入
本稿では定常状態及び時間発展する移流項付きアレン・カーン方程式

g · ∇u = ∆u− W ′(u)

ε2
on Ω× [0, T ] (1)

∂tu+ g · ∇u = ∆u− W ′(u)

ε2
on Ω× [0, T ] (2)

について考察する. ただしW は double well potentialであり, ここではW (s) = (1 −
s2)2/4とする. また, g · ∇uを移流項という. このアレン・カーン方程式のエネルギー

Et :=

∫
Ω

(
ε|∇u(x, t)|2

2
+

W (u(x, t))

ε

)
dx

が有界のとき, ε → 0にするとu = ±1になることが期待され, これはuが2相分離して
いることを表している. この相分離の境界面は {x ∈ Ω; u(x) = 0}と考えられるが, よ
り扱いやすい以下のvarifoldによって定義する.

V (ϕ) :=

∫
{|∇u|̸=0}

ϕ

(
x, I − ∇u

|∇u|
⊗ ∇u

|∇u|

)
dµt,

for any ϕ ∈ Cc(Rn × G(n.n − 1)). ここでG(n.n − 1)はRn上のn − 1次元グラスマン
多様体であり,

µt(A) :=

∫
A

(
ε|∇u(x, t)|2

2
+

W (u(x, t))

ε

)
dx

とする. 移流項g · ∇uが存在しない場合, 定常状態の方程式 (1)においては, 境界面が極
小曲面になることが知られている [1]. また, 時間発展する方程式 (2)においては, 境界
面が平均曲率流に従うことが示されている [2]. これらを参考にすることで, 移流項付き
アレン・カーン方程式について以下の結果を得た.

2. 主結果
Theorem 2.1 ([3]) 2 ≤ n, n

2
< pとする. gε ∈ W 1,p(Ω;Rn)と関数uε ∈ W 1,2(Ω)につ

いて, (1) が成り立つとする. 定数 c0が存在し以下を満たすとする.

∥uε∥L∞ + ∥gε∥W 1,p + E ≤ c0,

このとき, 収束する部分列 gε → g0 weakly in W 1,p, Vε → V in the varifold sense が存
在し, 次を満たす. V はHV (x) = (g0 · ν)νを一般化された意味で満たす. ここでHV (x)

は曲面の平均曲率ベクトルを表し, νは曲面の単位法線ベクトルを表す.



Theorem 2.2 ([3]) M を滑らかな n 次元コンパクトリーマン多様体とする. ρ ∈
W 2,p(M)とする (p > n/2). このとき HV (x) = (∇ρ · ν)ν を一般化された意味で満
たすvarifold V が存在する.

Theorem 2.3 ([4]) 2 ≤ n, 2 < q < ∞, nq
2(q−1)

< p < ∞ (ただし n = 2のときは
4
3
≤ p < ∞), 0 < β < 1

2
, 0 < ε < 1とする. また gε ∈ C∞(Ω × [0, T ])と関数uεについ

て, ∇juε, ∂t∇kuε ∈ C(Ω× [0, T ]) (k ∈ {0, 1}, j ∈ {0, 1, 2, 3})と (2) が成り立つとする.

定数Λ0,M0 > 0が存在し以下を満たすとする.

sup
Ω×[0,T ]

|uε| ≤ 1,

sup
Ω×[0,T ]

|gε| ≤ ε−β, sup
Ω×[0,T ]

|∇gε| ≤ ε−(β+1),

∥gε∥Lq([0,T ];(W 1,p(Ω))n) ≤ Λ0,

sup
[0,T ]

Et ≤ M0.

Ω′ ⊂⊂ Ωと0 < τ < Tを取る. このときn, p, q, β Λ0, M0, τ , Ω
′, Ω, Wに依存する定数

ε1, D1 > 0 が存在して, ε < ε1ならば以下の不等式が成り立つ.

sup
Ur(x)⊂Ω′,t∈[τ,T ]

µt(Br(x))

rn−1
≤ D1.

Theorem 2.4 ([4]) 2 ≤ n, 2 < q < ∞, nq
2(q−1)

< p < ∞ (ただし n = 2のときは
4
3
≤ p < ∞), Ω ⊂ Rnとする. 関数ρ ∈ Lq([0,∞);W 2,p(Ω))∩W 1,∞([0,∞);L∞(Ω))とす
る. さらにΩ0 ⊂⊂ Ω′ ⊂⊂ ΩについてχΩ0 ∈ BV (Ω)とする. このときv = h+ (∇ρ · ν)ν
と limt↘0 ∥Vt∥ = Hn−1⌊∂Ω0を一般化された意味で満たすvarifold {Vt}t>0 ⊂ Vn−1(Ω

′)が
存在する.
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