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本講演は川本昌紀氏 (岡山大学) との共同研究に基づく. 次のポテンシャルを伴う非線
形 Schrödinger 方程式の終値問題に対する解の漸近挙動を考察する：

i∂tu−Hu = F (u), t ∈ R, x ∈ Rd. (NLS)

ここで H = H0 + V , H0 = −∆, V : Rd → R, F (u) = λ|u|2/du, λ ∈ R. V の典型例は
V (x) = Z⟨x⟩−ρ (Z ∈ R \ {0}, 1/2 < ρ ≤ 1).

非線形項 F (u) は時刻無限大での解の漸近挙動に関して臨界であり, (適当な条件の下で)
自由解 e−itH0u+ に漸近する解は自明なものに限られる. さらに V ≡ 0 かつ d ≤ 3 のとき,
十分小さな解は自由解に位相の修正を加えた漸近形 (修正自由解ともいう) に散乱するこ
とが, 終値問題と初期値問題のどちらにおいても知られている ([7, 2, 3, 4] など). これを
修正散乱という. また, 線形の場合 (λ = 0) にも, 上の例を含む減衰の遅いポテンシャル
に対して, 修正散乱の結果が多数ある ([1]). このように, 解の (散乱する部分の) 時刻無限
大の漸近形に影響を与えるものを長距離型, そうでないものを短距離型と呼ぶ. この講演
では, 非線形項とポテンシャルのどちらも長距離型の場合に, 空間 1次元において (NLS)
の終値問題に対する修正散乱を考察した結果 [6] を紹介する. 以下, d = 1 とする.
V は V = V S + V L + V C と実数値関数の和に分解できて, 次を満たすとする：

• 短距離ポテンシャル：V S ∈ C1(R). ある ρS > 3/2 があって
|V S(x)|+ |(V S)′(x)| ≲ ⟨x⟩−ρS

• 長距離ポテンシャル: V L ∈ C3(R). ある ρL > 1/2 があって,

|(V L)(k)(x)| ≲ ⟨x⟩−ρL−k (k = 0, 1, 2, 3)

• 特異ポテンシャル: V C ∈ L2(R), suppV C はコンパクト.

(NLS) に対する漸近形 up を次で定める：
up(t, x) = [MΨ(t)D(t)wp](t, x) = (it)−1/2eiΨ(t,x)e−iλ|û+(x/t)|2 log |t|û+(x/t).

ここで u+ を与えられたデータ, wp(t, x) = e−iλ|û+(x)|2 log |t|û+(x),

D(t)f(x) = (it)−1/2f(x/t), MΨ(t)f(x) = eiΨ(t,x)f(x).

Ψ ∈ C1([1,∞)× R) ∩ C([1,∞);C3(R)) は以下を満たす相関数：
• Hamilton–Jacobi 方程式：−∂tΨ(t, x) = 1

2
|∂xΨ(t, x)|2 + V L(x) for |x| ≥ c0t/4

• ∂k
x

(
Ψ(t, x)− x2

2t

)
= O(⟨t⟩1−ρ′L−min{k,2}) for k = 1, 2, 3, ρ′L < ρL

V がない場合, Ψ = x2

2t
と取れる. このとき up は小澤 [7] の漸近形と一致する. 一方, 線

形の場合 (λ = 0), up はYafaev [8] のものと一致する. この意味で, 上記の up は線形・非
線形修正散乱におけるそれぞれの漸近形を組み合わせたものである.



定理 1. d = 1, c0 > 0 とする. また δ ≤ 1 かつ 1/2 < δ < min{ρL, ρS − 1}, b > 2 とする.
このとき, 任意の u+ ∈ H1,2δ(R) で ∥û+∥L∞ ≪ 1 かつ supp û+ ⊂ {|ξ| ≥ c0} なるものに対
して, 次の漸近挙動を満たす (NLS) の解 u ∈ C(R;H1(R)) が唯一つ存在する：

∥u(t)− up(t)∥H1(R) ≲ t−δ(log t)b, t → ∞. (1.1)

ここで Hs,t(R) = ⟨D⟩−s⟨x⟩−tL2(R) は重み付き Sobolev 空間である.

注意. (1) d = 2, 3 の場合は [5] で考察している. このときは, e−itH に対する (時間大域的)
Strichartz 評価を用いていたため, V に斥力型 (≒ 正値かつ動径方向に単調減少) という
強い条件を課していたが, 今回は必要ない. 特に, H は一般には負の固有値やゼロ共鳴状
態を持つ. なお, V が斥力型であっても, 空間 1次元で長距離ポテンシャルを伴う場合の
e−itH に対する Strichartz 評価は未解決である. (2) 条件 supp û+ ⊂ {|ξ| ≥ c0} は技術的
なものと思われる. 実際, 非線形項あるいはポテンシャルのみの場合には必要ない.

定理 1 の証明は, 相関数 Ψ の構成, (NLS)–(1.1) に対応する積分方程式の導出, エネル
ギー評価からなる. Ψ の構成には古典力学を用いる. 次に, 形式的に u を (NLS)–(1.1) の
滑らかな解とする. wp が満たす ODE などを用いると, 次の積分方程式が得られる：

u(t) = up(t) + E1(t) + i

∫ ∞

t

e−i(t−s)H (F (u)− F (up) + E2 + E3)(s)ds. (IE)

ここで, UΨ(t) = MΨ(t)D(t)FM(t), M(t) = ei|x|
2/(2t), R(t) = F(M(t)− 1)F−1 とするとき

E1(t) = (1− χt)MΨ(t)D(t)R(t)wp(t)

E2(t) = −t−1(1− χt)MΨ(t)D(t)R(t)F (wp(t)),

E3(t) = −e−itH [i∂t, e
itH(1− χt)UΨ(t)F

−1]wp(t)

1 − χt は低速部分 {|x| ≤ c0t} を取り除くカットオフ, [A,B] = AB − BA は交換子であ
る. [5] では e−itH に対する Strichartz 評価を用いて (IE) を L2 で解いたが, 今回はより
単純に, ほぼ Sobolev 埋め込み H1(R) ⊂ L∞(R) のみを用いて, (IE) をエネルギー空間

X = {f ∈ C([T,∞);H1(R)) | ∥f∥X = sup
t≥T

tδ(log t)−b∥f∥H1 ≤ R} (T ≫ 1, R > 0)

において解く. E1, E2, F (u)− F (up) のエネルギー評価は [7, 4] とほぼ同じである. 一方,
E3 のエネルギー評価に Ψ の性質を本質的に用いる. (IE) の解 u ∈ C([T,∞);H1(R)) が
得られれば, (NLS) の初期値問題を負の時間方向に解くことで u ∈ C(R;H1(R)) を得る.
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